TL ARS 


Leichtfaßliche Anleitung, 


sur Ude 


Differential - und Integralrechnung 


* 


für 


Anfänger und zum Selbſtunterricht 


von 


Joh. Heinrich Müller, v 


Lehrer an ber Mufterfchule in Frankfurt a. M. unb Mitgliede des Frankfurtiſchen 
Gelehrtenvereins für deutſche Sprache. 


Frankfurt am Main, 
Verlag der Hermann ſchen Buchhandlung 


i B 9526, 


1 


E 


E 


I ass 


sre 


y B 
ИЕ! 
L3 


Seinen fehr verehrten Freunden, 


dem Herrn 


Dr S. H. AN. Herling, 


Profeſſor am Gymnafium zu Frankfurt a. M. und Mitgliede des Frankfurtiſchen 
Gelehrtenvereins für deutſche Sprache, 


dem Herrn 


Johann Ludwig Seelbach, 


Direktor des Gymnaſtums zu Elberfeld, 


dem Herrn 


Dr. Ludwig Thilo, 


Profeſſor am Gymnaſium zu Frankfurt a. M. und Mitgliede des Frankfurtiſchen 
Gelehrtenvereins für deutſche Sprache, 


widmet dieſes Werkchen 


aus 


Hochachtung und Liebe 


err Ver faii et 


e. a E KR 
` 1 
wl: чїйлф изе adu] инэ : š 
HDC 1 
anis E Q O ad š 
afin 090 OIE ¿nn O 8 Tnñinnig п нии ш 10, Mang 

хурад эне si — 1 

* 

181225 ER REEF : 

Cim › sa = — 
Er SER S-RIWE HR 3d 

12 * bei ART Got Дар rs ds МО. me НИЕ ! 
\ “ООЛАК ЛАЛ КҮ | 

| 

f 

383.73 ft r í8Hig nist | 

| 
{ * 

4 4 

H 


CA 


5 p r w o t.t 


Es ſcheint mir nicht unzweckmaͤßig, daß ich hier kurz 
die Haupterforderniſſe augebe, die meines Erachtens ein 
Lehrbuch der Infiniteſimalrechnung fuͤr Anfaͤnger und 
zum Selbſtunterrichte haben muß. Durch dieſe An⸗ 
gabe wird der Geſichtspunkt feſtgeſtellt, aus welchem 
ich mein Werkchen betrachtet zu ſehen wuͤnſche. 

1. Die Grundlehren muͤſſen fih unmittelbar und 
ungezwungen an die Lehren der Analyſis endlicher 
Groͤßen anſchließen. Sie muͤſſen ſo dargeſtellt werden 
koͤnnen, daß ſie auch dem Anfaͤnger, der die noͤthigen 
Vorkenntniſſe hat, vollkommen deutlich ſind. Die La⸗ 
grange'ſche Begruͤndungsart der Differentialrechnung 
ſcheint mir dieſe Vortheile zu gewaͤhren, und ich habe 
ſie daher in meinem Werkchen gewaͤhlt. 

2. Oft muͤſſen allgemeine Saͤtze durch vorlaͤufige, 
die darin enthaltenen Vorſtellungen fixirende, ſpecielle 
Faͤlle eingeleitet werden. Insbeſondere iſt es bei den 
Beweiſen bisweilen noͤthig, daß man ſich vom Be⸗ 
ſondern zum Allgemeinen erhebe. Ich verwahre mich 
hierbei aber ausdruͤcklich gegen die Meinung, als wolle 


\ 
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id) den unvollſtaͤndigen Induktionen in der Mathe: 
matik das Wort reden. Der Beweis muß, wenn man 
vom Beſondern zum Allgemeinen auffteigt, jedesmal 
fo weit fortgeführt werden, bis der allmaͤlich fid ег: 
weiternde Blick denſelben nach feiner ganzen Allge- 
meinheit uͤberſieht. Bisweilen muß auch dem Allge⸗ 
meinen ein Beſonderes Schritt vor Schritt parallel 
laufen. 

3. Die ganze Kette von Vorſtellungen muß leicht 
von ihrem Anfange bis zu ihrem Ende uͤberſehen wer: 
den koͤnnen. Alle Saͤtze alſo, welche nicht Funda⸗ 
mentallehren oder fuͤr den Zuſammenhang und die 
Deutlichkeit weſentliche Vorſtellungen enthalten, muͤſſen, 
fo intereſſant fie auch an fib ſeyn moͤgen, ausgeſchloſ⸗ 
ſen bleiben. Der ganze Vortrag muß kurz ſeyn, ver⸗ 
ſteht ſich jedoch, ohne die Geſetze der e 
und Deutlichkeit zu verletzen. 

Ob dieſe Anſichten richtig ſind und mein Wertchen 
denſelben gemaͤß abgefaßt iſt, das zu beurtheilen uͤber⸗ 
laſſe ich Maͤnnern, welche nicht bloß Mathematiker 
ſind, ſondern auch Lehrer, die bei allem Unterrichte 
ſich erinnern, daß ſie Schuͤler waren, und die ſich auf 
den Standpunkt und in die Lage der Anfaͤnger, welche 
ſich ſelbſt unterrichten wollen, zu verſetzen wiſſen. 

Frankfurt a. M. den 18. April 1826. 
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Erſter Abſchnitt. 


Einleitung in die Differentialrechnung. 


Erſtes Kapitel. 


Hauptarten der Funktionen. 


N E UOTE Eine Größe heißt unveränderlich (bez 
ſtändig), wenn fie den Werth, den man ihr einmal beigelegt 
hat, behält; ſie heißt veränderlich, wenn ihr jeder beliebige 
Werth zukommt. ' 

Gewöhnlich werden die unveränderlichen Größen durch bie 
erſten, und die veränderlichen durch die letzten Buchſtaben des 
lateiniſchen Alphabets bezeichnet. 

§. 2. Erkl. Eine Funktion veränderlicher 
Größen heißt jeder Größenausdruck, der auf irgend eine Art 
aus dieſen veränderlichen und aus beſtändigen Größen zuſammen⸗ 
geſetzt ift. Iſt z. B. у = aT bx, u. 2 = ax ＋ by esy, 
fo ift im erſten Fall y oder a} bx eine Funktion von x, und 
im zweiten z oder ax--by-exy eine Funktion von x u. y. 

$. 3. So wie ſich die veränderlichen Größen in einer 
Funktion verändern, ſo verändert ſich die Funktion ſelbſt. Eine 
Funktion ift alfo ſelbſt eine veränderliche Größe und ihr Werth 
hängt von den Werthen ab, die man den veränderlichen Gröf- 
ſen in ihr gibt. 

Es ſey z. B. y = x2+ 7, 

ſo ift für x = 1, y = 8 
se d: 11 
= 3, == 16 


z-— Ща 


$ 4. Wenn y eine Funktion von x ift, fo ift aud) um⸗ 
gekehrt x eine Funktion von y. 

Sft z. B. y = a+ bx, fo ift auch x = IE, 

$ 5. In einer Gleichung zwiſchen mehreren veränderlichen 
Größen iſt jede der letztern eine Funktion der übrigen. 

= (t) z. B. 2 == ax-rby--exy, fo ift aud x = 


2 — ах 

2—0, u. ) — Бех: 

$. 6. Erir Eine Funktion heißt algebraifch, wenn 
йе ſich durch eine Gleichung von einem beſtimmten Grade dar- 
fellen läßt. Algebraiſch ſind z. B. die Funktionen y = 
+ * (ax х2) u. у? = ax — x, Eine Funktion heißt 
tranfcendent, wenn die Ausdrückung derſelben durch die 
Größe, von welcher ſie eine Funktion iſt, immer eine Glei⸗ 
chung von unzählig vielen Abmeſſungen verlangt. Ein Sinus 
z. B. kann durch ſeinen Bogen und ein Logarithme durch ſeine 
Zahl nur vermittelſt einer Gleichung von unzählig vielen 906 
meſſungen dargeſtellt werden. Ein Sinus iſt alſo eine tranf- 
cendente Funktion von ſeinem Bogen, und ein Sange. von 
feiner Zahl. 

$. 7. Erkl. Eine algebraiſche Funktion ift entweder, raz 
tional, oder irrational. Sie iſt rational, wenn die ver⸗ 
änderliche Größe unter keinem Wurzelzeichen vorkommt; und 
irrational, wenn ſie ſich unter einem ſolchen befindet. Rational 
iſt z. B. die Funktion y = ax — x?, und irrational die Funk⸗ 
tion y (ax — х2), 

5. 8. Erkl. Eine algebraiſche Funktion it gebrochen 
oder ganz, je nachdem die veränderliche Größe als Diviſor 
vorkommt, oder nicht. Gebrochen ift z. B. die Funktion 


und ganz die Funkti x?,‏ = ا 
Ax + Вх? + | L (xs ganz Funktion ax —‏ 


$. 9. Ertl. Eine algebraiſche Funktion X von x heißt 
geſondert, wenn ſie durch eine reine, und ungeſondert, 
wenn ſie durch eine unreine Gleichung gegeben iſt. Die Funk⸗ 


کے 


tion X2) ax—x? ift gefonbert, und die Funktionen X? = 
axX — x2, и. ХЗ = ах?Х? + bxX — cx? find ungeſondert. 

$ 10. Erkl. Eine Funktion heißt einförmig, wenn 
fiesfür jeden Werth der veränderlichen Größe in ihr nur einen, und 
vielförmig, wenn fie für jeden ſolchen Werth mehrere Werthe 
erhält. Die Funktion y ax — x? ift einförmig, und die Funktion 
y=+Y Сах — х?) vidfórmig , beſtimmter, zweiförmig. 

$. 11. Erkl. Eine Funktion läßt fid) oft auf verſchie⸗ 
dene Weiſen darſtellen. Die Funktion C1--x)? z. B. kann 
auch unter der Form 1 ZX 3x? x? dargeſtellt werden. 
Die Darſtellung einer Funktion unter einer andern, als der 
Form, unter welcher ht gegeben ift, heißt die Verwandlung 
derſelben. 


Zweites Kapitel. 
Fe der Funktionen in Reihen. 


$ 12. Erkl. Фаг Reihe ift, eine Menge zuſammenge⸗ 
höriger Größen (Glieder der Reihe), deren jede nach 
einem, allen dieſen Größen gemeinſchaftlichen, Geſetze (dem 
allgemeinen Gliede der Reihe) W wird. Eine 


Reihe iſt z. B. Su E cri E Ihr alls 


SE ET ай d 
gemeines Glied ift TA E 


$. 13. Iſt das allgemeine Glied einer Reihe bekannt, 
ſo läßt ſich dieſelbe ſo weit fortſetzen, als verlangt wird. 

$. 14. Erkl. Eine Reihe heißt divergent, ober CONVEYS 
gent, je nachdem ihre Glieder immer größer, oder immer kleiner 
werden. Die Reihe 1-2 3 + n +... dft divergent, und 
die Reihe 1 EA KA +++... convergent. 

$. 15. Erkl. Eine Reihe, die nach den Potenzen einer 
Größe geordnet ift, heißt ſteigen d, oder fallend, je nad- 
dem die Exponenten der Potenzen zu- oder abnehmen. Stei⸗ 


— 1 — 


gend ift die Reihe 4 x A xIx fallend die Reihe 
saat, 

$. 16. Erkl. Eine Reihe heißt endlich, wenn fie ab- 
bricht, und unendlich, wenn ſie nicht abbricht. 


І. Verwandlung algebraiſcher Funktionen in 
: Reiben. 
A. Ueber die Verwandlung rationaler, gebrochener al 


gebraiſcher Funktionen von Einer veränderlichen Größe 
in Reihen durch die Diviſion. 


$. 17. Aufg. Man foll den Bruch т^ durch 


fortgeſetzte Diviſion in eine Reihe verwandeln. 
Aufl. Man dividire nach den bekannten Regeln. 


Diviſor | Dividend Quotient 
1— * 1 F 
1— х 
after Ret + x 
x— x? 
ater Reſt + x? 
x? — х5 
3ter Neft + x? 
RR 


Man bat alfo 
= £ X te rer... Lx... 


1— * 


F. 18. Der für — gefundene Ausdruck iſt alſo eine 


Reihe, deren allgemeines Glied + xn ift. 
So weit aber die Reihe auch fortgeſetzt werden mag, ſo iſt 
fie doch nie genau o = š 
Man ſetze, das letzte der gefundenen Glieder der Reihe ſey 
x^, fo ift der nt fe Reſt att, Hifo müßte, wenn man den 


* 


— 7 — 


Werth des = genan En SS den gefundenen Gliedern 


der Reihe rA ber Zog 7 


$ 19. Erkl. Eine Sub Бие einer Reihe, damit diefe 
vollſtändig werde, noch beigefügt werden muß, heißt der Reihe 
Ergänzung. 
$. 20. Zwei zunächſt auf einander folgende Glieder der Rei⸗ 
he find allgemein x», vu, und die Reihe ift convergent, wenn 
xn+1 — xn, 
alfo x <t, 
und ſie iſt Sauer, wenn 
xnTi > xn, 
alſo x >a if. 
§. 21. RU das letzte ebe Glieder x", (o ift die 


1 
Ergänzung = ^ ift das letzte der gefundenen Glieder 


beigefügt werden. 


xni, (o ift fie c 


xn "EX 1 I5 
fer wit tz — SE 


Iſt alſo die ije contigit alfo x ein il: Bruch, fo 


ах а xn 

mi Je mehr Glieder der Reihe alſo bier 
geſucht werden, deſto ER ift die Ergänzung und befto уе 
kommt die Summe der Glieder dem Werthe des 1 


= Jene Ergänzung verhält ſich zu dies 


seh x 


Iſt aber die Reihe divergent, alfo x — 1, fo it 3 
Je mehr Glieder der Reihe alſo hier gesucht werden, deſto 
größer iſtdie Ergänzung und deſto mehr entfernt ſich die Reihe 
EU * ＋ *. . . von dem Werthe des Bruchs 


— ennen 


Ep 
s. 22. Iſt A letzte der gefundenen Glieder x^, alfo 
die Ergänzung — D verhält (id) der vollſtändige Werth 


× ج 1 
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der Reihe, ТУ 


xui, 


xn+1 
+, zu der Erganzung = — < wie AS 


ein Eleiner Bruch, ſo iñ, U wenn die Reihe weit fortgefegt wird, 
die Ergänzung derſelben gegen ihren vollſtändigen Werth ge⸗ 
ring und deſto geringer, je kleiner x ift und je weiter fie fortge⸗ 
feit wisha e z. B. x == 1 u. n = 6, ſo verhält fid) 


= ` (4599 ا‎ Tu [E 


— x 1— х 
: Wenn aber die em. bivergent ift, fo ift ihre Ergänzung 
gegen den vollſtändigen Werth der Reihe bedeutend und deſto 
bedeutender, je größer xs (8 und je weiter fie fortgeſetzt wird. 

$. 23. Erkl. Eine Größe, welche von einer andern 
wachſenden oder abnehmenden nicht überſchritten, oder ſelbſt 
nicht erreicht werden, der ſich aber dieſe andere, ſo viel man 
win, nähern kann, heißt eine Grenze der EP 


Sf bie Reihe für = Sg: fo Lm — die 
Grenze derſelben. ac 

$: . Wenn x ein feiner Bruch ift und die Reihe für 
= etwas weit fortgeſetzt wird, fo kann man ihre Ergän- 
zung als unbedeutend vernachläſſigen. Bei der divergenten 
Reihe für = darf dies aber nicht geſchehen. 


F. 25. Sowohl für Die, convergente, als für die Divers 
gente Reihe iſt das Verhältniß zweier unmittelbar auf einan⸗ 
der folgenden Glieder = xu: xu = 4 : x, Da nun x fo 
klein oder ſo groß angenommen werden kann, als man will, 
fo kann man durch gehörige Annahme der Werthe für x bez 
wirken, daß von zwei nächſten Gliedern das folgende gegen das 
vorhergehende ſo klein, oder ſo groß werde, als man will. 

$. 26. Man nehme an, x werde immer kleiner und 
kleiner, oder nähere ſich immer fort der Null, dann wird 


— 9 — 


jedes Glied der Reihe für т gegen ſein nächſtvorhergehen⸗ 
des immer kleiner und teiner und ү in Beziehung auf daſſelbe 
als unbedeutend außer Acht gelaſſen werden. So ergibt ſich 
alſo, daß ſich die Reihe für = bei fortwährender Abnahme 
des x immer mehr ihrem erſten Gliede 1 nähert und daß alſo 
dieſes Glied, bei der gemachten Vorausſetzung, die Grenze der 
Reihe iſt, was auch daraus erhellet, y? bei einer immer fort- 


gehenden Abnahme des x, ber Bruch — < immer mehr der 


Größe 1 nahe kommt. | 
8. 27. Setzt man für x Zahlen, die Bein 1 immer näher 
kommen, fo wird ber unterſchied 1— x immer kleiner und alſo 


der Quotient D immer größer. Es m z. B. Für 


x = b, 1 > qos u. 2 — +a BI L. 
: s 

0, 1 — Xx ee 100 55 Д: Sc 

= 1 = 0, жери apuy SE E 


$. 28. Erkl. Eine Größe nimmt unendlich zu oder 
ab, je nachdem ſie, bei ihrer Zu- oder Abnahme, größer oder 
kleiner werden kann, als jede noch ſo große oder noch ſo kleine 
beſtimmte Größe ihrer Art. 

Erkl. Wenn eine re zu Null wird, fo heißt fie 
verſchwin dend. i 


е 29. Setzt man in 
m mp 45x ход. xix: 


4 — KX 
das * = , ſo erhält man 
э = ITE EEE 
Bei dieſer Reihe iſt merkwürdig, daß jedes Glied derſel⸗ 
ben gleich der Summe aller folgenden iſt. 


— 10 — 


Hat man alſo eine Reihe, in welcher jedes folgende Glied 
weniger, als die Hälfte des nächſtvorhergehenden iſt, ſo be⸗ 
trägt jedes Glied mehr, als alle folgenden zuſammengenommen, 
und das, um was ein Glied die Summe der folgenden über⸗ 
trifft, iſt in Vergleich mit dieſem Glied deſto "нне, 
je ſchneller die Abnahme der Glieder iſt. 

§. 30. Nehmen in der Reihe 
A + Bx. Cxb Dre 4- ... š ç ° 
die Exponenten 3 fo wie fie аш einander folgen, zu, fo kann 
x immer fo angenommen werden, daß jedes Glied der Reihe 
weniger, als die Hälfte des nächſtvorhergehenden iſt. 
Denn nimmt man auch den ungünſtigſten Fall an, der 
hier vorkommen kann, und welcher als dann ſtatt hat, wenn in 
zwei zunächſt auf einander folgenden Gliedern Рхр, ха der 
Coefficient Q von dem Coefficienten P das größte Vielfache 
ift, fo ergibt ſich doch, daß man auch hier den Werth für x 
der Vorderung gemäß beſtimmen kann. Setzt man nämlich 


. Pap 
ſo findet man 
KES 5 CEP 
xd 1 d 
Ms Ai did usa nh Q 
228. х@ р و‎ 5З; А 
135 m P 
— — "att 


н IFLA йи: 2⁄4 P ) 
| G^ 
wo q größer ift, als p. 
e, 31. Man ſieht wohl, daß man x диф (o annehmen kann, daß 


das Glied Qx kleiner wird, als .. PxP, wo n eine fo große 


Zahl bedeuten kann, als man will. Für die Vorausſetzung, 
daß Qxq kleiner Ten, als 1 .Pxp, ift 


Nun ift Pxp : ` Ў Mh фк: {зә i, und n fann fo groß an- 


genommen werden, daß 1 = gegen 1 ſo klein wird, als man will. 


Alſo kann noch um ſo "viel mehr dag in Vergleichung mit 
Pxp fo klein werden, als man will. 

$ зә. Nimmt man nun х fo an, daß хч gegen PxP 
unbeträchtlich, oder daß von zwei Gliedern das folgende ſehr 
viel weniger als die Hälfte des vorhergehenden iſt, ſo kann 
die Summe aller auf das erſte Glied A folgenden Glieder, 
als unbedeutend gegen dieſes erſte Glied außer Acht gelaſſen 
werden. Bei dieſer Außerachtlaſſung fehlt man um deſto we⸗ 
niger, je kleiner x angenommen wird. Alſo nähert ſich, bei 
vorausgeſetzter immer fortgehender Abnahme des x, die Reihe 
А + Bxa C ＋ Dxe +, do dem A als ihrer Grenze. 

Man kann auch fagen: In der Reihe A -+ Bxa + CP +... 
kann man das x immer ſo annehmen, daß jedes Glied als un⸗ 
beträchtlich gegen ſein nächſtvorhergehendes außer Acht gelaſſen 
werden kann. Bei einer immer fortgehenden Abnahme des x 
nähert ſich alſo die ич dem erſten Glide A als“ ME 
Grenzen ; 

s $. 33. — man die Reihe 

Аха Bx^ + Cxe + Dxd A. ., 
in welcher die Exponenten von dem erſten an zunehmen, ſo er⸗ 
gibt ſich ſogleich, daß man dieſelbe auch ſo ſchreiben kann: 
ха (A Bxb=a 4 Gxe-a4 Dxd -a . ) 

Nun nähert ſich, unter der Vorausſetzung einer fortgehen⸗ 
den Abnahme des x, der eingeklammerte Faktor immer mehr 
feinem erſten Glied A, und kann demſelben beliebig und dergeſtalt 
nahe gebracht werden, daß man die auf A folgenden Glieder 


— 4 — 


vernachläſſigen kann. Alſo nähert fih, wenn man x als immer⸗ 
fort abnehmend annimmt, die Reihe Аха + Bx A. Cxe Le, 
ihrem erſten Gliede, als ihrer Grenze. ) 

$. 34. Die bisherigen Betrachtungen über die Grenzen 
betreffen Funktionen, in welcher die Exponenten von x vom 
erſten an zunehmen. Es ſind nun noch, um die Erörterungen 
über dieſen Gegenſtand vollſtändiger zu machen, Auseinander⸗ 
ſetzungen hinſichtlich des Falles anzuſtellen, in welchem die Ex⸗ 
TS von x vom erften an abnehmen. 


F. 35. Die Exponenten in der Funktion 
, Аха ]- Bxb + Cxe E 
nehmen von dem erſten an ab. Man kann dieſe Funktion auch. 
ſo ſchreiben: 
x, басазо наь | 
Man nehme an, zwei zunächſt auf einander folgende Glie⸗ 


2429 


der des eingeklammerten Faktors Iron — CEART ſo ver⸗ 
hält fid) 
ne чит) 
арра en 
= 1 d H р ` ud 
P XP Ө) хра’ 


wo ‚Р größer iſt, als g, alfo p d bejaht. Nun kann man 


* ſo groß annehmen, als man will. Dadurch wird aca ſo 


klein, als man will. Wächſt alſo x immer fort, ſo kann jedes 
Glied in dem eingeklammerten Faktor gegen ſein nächſtvorher⸗ 
gehendes beliebig klein, und in Beziehung auf daſſelbe außer 
Acht gelaſſen werden. Der eingeklammerte Faktor nähert ſich 
alſo, unter der gemachten Vorausſetzung, immer mehr und mehr 
ſeinem erſten Gliede A, als ſeiner Grenze, folglich die Funk⸗ 
tion Axa + Вх> Cx .. ihrem erſten Gliede Аха. 
§. 35. Für die Reihe 
Axa Bx5 + Cxe- Did... 


— "€ 


ergibt fid) aus dem bisherigen, für den Fall, daß man nicht 
alle ihre Glieder zuſammenzählen kann oder will, noch folgendes: 

10 Wenn die Reihe ſteigend ift C$. 15.) ſo darf man, 
damit ſie convergent ſey, und ihr Werth näherungsweiſe gefun⸗ 
den werde, für x nur echte Brüche ſetzen; je kleinere geſetzt 
werden, deſto convergenter iſt die Reihe. 

2) Wenn ſie aber fallend iſt, ſo dürfen, aus denſelben 
Gründen, für » nur Werthe geſetzt werden, welche die Ein⸗ 
heit überſteigen; je größere man ſetzt, deſto mehr nimmt die 
Reihe an Convergenz zu. 

$. 36. Aufg. Man ſoll 
drücken. 

Aufl. Man dividire mit dem Nenner in den Zähler des 
gegebenen Bruchs u. ſ. w. 


15 — y5 


u^ 5 


"pre durch eine Reihe aus⸗ 


NY u^ + uy + 02у? + пуз + v^ 


05 — uly 


+ uiv — v5 
u^y — uy? 
Dep utp gs 
u3y2? — u?y3 
E u?xy3 — = v5 


u?y3 — uy^ 
+ uy^ — v5 
+ur!— v5 


u5 y5 


Es iſt alfo X SSBINTA u^ 4- изу -]- u?v? + uv? + v^, 
dë 5. 137, Iſt m eine bejahte ganze Zahl, fo ift überhaupt 
dE um—1 Fum—-2yLum-3y2-+, „Fu?ym3--uym—2--ym-1 
Denn multiplieirt man 
umt -pumy + um-32 Pee + u?ym—3-Luym—2 Temi 
mit u—v 
——————M————— — ——— . — — lI 
um- un-!v J-um—2y2-1-,, , -- u3ym—3 -]- u?ym—2 uym- 


! as 7" ü2vm—2 — uym—1.—. ym 
fo: erhält man um — vm, 
I 


= DR = 


.$.38. Erkl. Die Weiſe, wie eine Reihe nach ben Po⸗ 
tenzen derjenigen Größe, nach welcher fie geordnet ift, fort- 
ſchreitet, heißt die Geſtalt der seg 

at | f ®-+Е8х-{-ух?--$хз-... 

Ayt Wenn ebe? des Bruches e 
Zähler durch feinen Nenner dividirt, fo erhält 
man eine Reihe von der Geſtalt AB Cx2 - Dxs . 

Bew. Dividirt man 
atbxex?-dx34....in(()) X TN 3x5 . aet A "Њу. 
сарф ge, s 
d EAD Tel 


(O Ax+ Bx CXL... 
Asx en 
(& ) AxB ee 
Asa Lan 
= AX. 


a а 


ſo erhält man als erſten Theil des Quotienten =, Durch Mb- 


ziehung des Produkts aus dieſem erſten Theil und, dem 
Diviſor von der Reihe O erhalte man den Neft C. In 
dieſem Reſt ift kein Glied, das x auf der oten Potenz 
enthält. Es iſt bei der angeführten Subtraktion weggefallen. 
In dem Neft ( folgen die Exponenten der Potenzen von x von 
1 an nach der Ordnung der natürlichen Zahlen aufeinander. 
Dividirt man nun in dieſen Reſt, ſo erhält man 3 als zwei⸗ 
tes Glied des Quotienten. Was nach der Subtraktion des 
Produkts aus dieſem zweiten Glied und aus dem Diviſor übrig 
bleibt, heiße 5. In dieſem Neft ift kein Glied, das x von 
der erſten Potenz enthält. Die Exponenten der Potenzen von x in 
dem Reſte 5 folgen von 2 an nach der Ordnung der natür⸗ 
lichen Zahlen auf einander. — Man ſieht wohl, daß wenn 
man weiter dividirt, man als drittes ein Glied in den Quo⸗ 
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tienten bekommt, das x auf der zweiten Potenz enthält; daß 
der Reſt, welcher bleibt, wenn man das Produkt aus dieſem Glied 
und dem Diviſor von 5 abzieht, kein Glied hat, welches х auf 
der zweiten Potenz enthält, und daß die übrigen Glieder des 
Reſtes nach den Potenzen x9, x^, xs, . ., fortſchreiten. — Man 
ſieht überhaupt, daß der Quotient, den man durch die Divi⸗ 
fion erhält, eine Reihe von der Geſtalt A BCN Dxs ... 
ift. 


B. Verwandlung algebraiſcher Funktionen von Einer 
veränderlichen Größe in Reihen durch die Methode der 
unbeſtimmten Goefficienten. 


§. 39. Erkl. Zwei Funktionen 
a+ bx ＋ ех? ＋ dx3 +... 
ABX T €x? 4-Dx3 4-.., 
heißen identifch, wenn fie nicht allein einander gleich ſind, 
fondern auch, nachdem man fie nach einer und derſelben verz 
änderlichen Größe geordnet hat, in einerlei Gliedern einerlei 
Potenzen von dieſer veränderlichen Größe enthalten. ' 
$. 40. Lehrſ. Die Coefficienten, die zu einer 
lei Potenz in identiſchen Funktionen gehören, ſind 
gleich. Í 
Bew. Es fen 
at bx сх L d E... А Bx ＋ C 0х8... 
Die Gleichheit dieſer beiden Funktionen muß für jeden 
Werth des x, alfo auch für x — o ftatt finden. Nimmt man 
nun an, es ſey x = 0, ſo fallen alle Glieder, die auf beiden 
Seiten der Gleichung ^ x enthalten, weg, und es bleibt 
alfo a = A. Sft aber a — A, fo muß auch für jeden Werth 
des x, 
bx ＋ ex? + 4х3-Ь,,, = Bx + Cx? ++ DX 
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ſeyn. Man dividire auf beiden Seiten diefer Gleichung Bu 
x. Hierdurch bekommt man 
b ex ＋ 0х? +... = B + ск рес. 

Da nun diefe Gleichung wieder für jeden Werth des x, 
alſo auch für x = 0, gelten muß, ſo ergibt ſich nach den vo⸗ 
rigen Schlüſſen, daß auch b — B fen muß. 

$. 41. Die zuſammengehörigen Coefftcienten a u. A, b 
u. B, c u. C, ꝛc. können Ausdrücke für Größen (ери, die auf 
die mannigfaltigſte Weiſe zuſammengeſetzt find, ohne daß daz 
durch die Schlüſſe des vorigen Satzes weniger gültig wären. 

$. 42 Lehrſ. Soll die Funktion 

a ＋ bz 5 cz? + dz3 E = 0 
für jeden Werth des z zu Null werden, fo muß jeder ihrer 
Coefficienten a, b, c, ... == 0 ſeyn. 

Bew. Da die Funktion immer o ſeyn ſoll, was für 
einen Werth man auch dem z geben möge, ſo muß ſie auch 
== 0 ſeyn, wenn man z = 0 ſetzt. Für z = o ift aber 
offenbar a = 0. Folglich iſt auch 

ee < = 7 
oder b cz + dz? 4: 

Da nun diefe Funktion ebenfalls = 0 p" muß für z = 0, 

fo ift auch b = 0 3c. 


$. 43. Aufg. Man ſoll die Funktion d in 
eine Reihe verwandeln. 

Жай: Aus ber Lehre von ber Diviſion weiß man, daß 
ſich EUF durch eine Reihe von der Form A-HBx-+Ex?+Dx3 
. . ausdrücken läßt. Man fege alfo, es (cy GE — 


i + bx; 
+ Bx + Ex? + Denkt, wo die Coefficienten A, B, 


C, . . noch unbeſtimmt find, aber beſtimmt werden. follen. 
Aus der angenommenen Gleichung folgt 


— р — 
А = Ga + bx) A Br Gx 4-Dx3 2i) 


= 2A Laf | x -paG | x? ＋ AD xs + —. 
+b4 | + b 4-b6 
Alſo ift auch i 
0 = a a8 | x аб IXO D 
— Aba + bB +be 
Da nun für x jeder Werth geſetzt werden kann, ſo muß ſeyn 
KSE y= Ê 
i ; 
28 ＋ bäi = 0 з 
d qae yp ЖАНЫН qu Me £x 
ا‎ bE b3A. 
aD + bE = O RS Ба Го FIR 
Folgli r 
ar oi ee зз bA, HA, БА er 
a- bx а аа оба алами 


Das Geſetz, nad) Babel fid) die Goefficienten A, B, С, ... 
finden laffen, fo wie die Wahrheit der Behauptung, daß man 
deren, ſo viel man will, nach demſelben beſtinmen kann, iſt 
in die Augen fallend. 

Sind zwei auf einander Wami Eoefficienten, H und ©, 


fo ift 9 PPS a 
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$. дд. Wäre bie Form ber sii, bie mat bein Bruch — — s= =* A 


gleich geſetzt hat, nicht richtig geweſen, ſo wäre man bel den 

Schlüſſen, die man auf diefe ене зейш, Mte. auf 

eine Ungereimtheit geſtoßen. Ae 
Man ſetze ф- B. 


a be . ве ot . wee. 


i tet 


ſo ift 
A == a L 8 хац 86 a 
+ hät esr 


und 0 = — À + ах + а | xt + ag 

＋ bA + bB 

Es müßte alfo A — 0 ſeyn. A ift aber irgend eine ans 
dere beſtimmte Zahl. = 

Daß das erſte Glied der für iE angenommenen Reihe 

nicht x ‚enthalten kann, fieht man ſchon, wenn man des Bruchs 

tk Zähler A durch das erſte Glied feines Nenners bivibirt. 


$ 45. Lehrſ. Erhebt man (x+ u) auf die erſte, 
ate, 3te, are Potenz, fo bekommt man durch Ents 
wicklung 

(X ul = x+ I. u 

(x + u)2 = x? ex + п? . 

(x + u)% = xš + 3x?u + 3xu? + uš 
(x + u)? = x^ + 4x3u + 6x?u? + axu3 + u^. 

Die Exponenten von x einer jeden der hier ente 
wickelten Potenzen nehmen von dem Exponenten 
der unentwickelten Potenz an bis o ab, und die Gr 
ponenten von u von O an bis zu dem Exponenten ber 
unentwickelten Potenz zu. Auch ift der Goefficient 
des zweiten Gliedes einer jeden entwickelten Po⸗ 
tenz jedesmal dem Exponenten der unentwickelten 
Potenz gleich. Es läßt fid) zeigen, daß die bemerk⸗ 
ten Geſetze für jeden bejahten ganzen Se 
des Binomiums * Ба gelten. 

Bew. Man ſetze, es ſey 
Gr ih ехо пхп Bx) -EP&tun-? f Qxun-i Run 
u. multiplicire auf beiden Seiten der angenommenen Gleichung 
mit x+ u, fo erhält man (X Furt = 
xv Inu -ЕВх”—1а?--...-ЕРх% u 2 Qx2 usa Ах u" 

Liz dax" ++ 083] —- EE +Qx But? 

Gelten alfo die aufgeftellten Behauptungen für die nte Por 
tenz, fo gelten fie auch für die nate, Sie gelten aber für 
die ate, alfo auch für die ste, 16 
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$ 46. Setzt man x = 1, fo hat man 
(a +u) = 1 ＋ nu J- Bu? +... + Pu»? + Qm-1+ Ruß, 

$. 47. Aufg. Die Potenz Cr + x)» durch eine 
Reihe auszudrücken, vorausgeſetzt, daß n eine be 
jahte ganze Zahl iſt. 

Aufl. Man ſetze 

(1 ＋ x)? = 1 + Ax J- Bx? + Cx? +,. . (G. 0) 

Nun bringe u Gott x in die Gleichung d einmal x+ u, 

u. das anderemal = =, was geſchehen teen da man e x = iip 


beliebigen Werth feben kann. 

Durch die erſte Setzung erhält man ; 
a++ = 14А (Fu) FB (Gu)? Te -— (O0 
u. durch die uiv | i 

(1 + 2) = 14А. erh OREL A 
Aus * irs Gleichung ergibt fid | 
GE Si = (p + x)?” = 
p? - Ap?-!x -]- Вр ен, de ., 
oder, wenn man ſtatt x fegt, 
(p + u)n = p? + Арп + Bpr-2u? + Cp®-3u3 Ze f. 

Man (еве p = 1-]-x. Das gibt O-La-kuin = 
(12-3)? + A (4 + x)n7tu4-B(4 4-x)^7?u?4- C(4 -x)^79u34-...((.) 

Folglich ift aus O u. С 
1 + Аа) В а C (x A u es РРА 
Cr 3) A (та BAHT HAFT. 

Man entwickle die erſte Seite dieſer Gleichung. Man 
braucht die Entwicklung der Potenzen Hu)? , (u), 

wie aus dem folgenden erhellen wird, nur bis zum zweiten Glied 
fortzuſetzen. So weit kann fie aber nach $. a5. gefunden 
werden. Ich habe fie indeſſen der Deutlichkeit wegen etwas 
weiter fortgeſetzt. Durch die bemerkte Entwicklung erhält man 


1 
+ Ax + Au 
+ Bx?--2Bxu + Bu? 
+Cx3 + 30x ＋ 3€xu? Cu, f 


aix) EA 2797 Ee (апаз C. Qd х)п-3а3 4, , sg 
Nun iſt 
3; (1 ＋ X) = 14+Ax + Bx? + Cx? + ., 
Läßt man auf beiden Seiten der Gleichung 9 die gleichen 
Größen weg, ſo erhält man 
VE u š T 
+ Bx +B ра? | 
+ 3€x? + 3Cx +С | = 


Ale ne п. B. TE P x)^720? - .., 
Dividirt man diefe Gleichung durch u, (o bekommt man 
A 
+2Bx + B u 
＋ 3Cr ＋ ACX 3p C€|w? \ = 


+ 


A (1 + x)n7* ＋ B (1 + x)n7?u + C (4 4- x)n-3u? 

Nun fann u jeden beliebigen Werth erhalten. Man fege 
alſo u == 0. Dadurch erhält man 
A T 9Bx-E30x* AD HF . = = Аа TA а=” 

Folglich iſt auch $ Г : 
(A + 2Bx + 30x? + nDx5 TE „Эба х) = A.G + x)" 
ober Ee s 
A -- 9B 

+A 


x4 30 * AD ёк kas 
+ 2 + 3G 


A + AÀx + АВх? + ACX 


Folglich 
A = A 1 A = À 
9B LA = АА Б — 
A—9)B 
3C+2B = АВ >; alfo C = кд 
4 4.30 = AC а nr 


* * D + 7 
АСА — 1) (A—2) 
1. 9 8 


` 


oder A = A, B = ‚ © = 


= zB (A— 2) (A—3 

1 1 [1 
вош) m a = x" = 
14Ax + р, en, EN, 


: 4 
ad П ri d v) = $ si a . — 
n(n-1 n(n-1)(n-9 n(n-1)(n-9)(n- 
pu Rr y BEN kuna ES 


5. as. Es fey x = e fo ift 4505 == 
++». IBID. P "OH pen 
Alſo sisi = (a+ b)" 
== an + nan-ib + =з -— T aih? + eye -2) 


$. 49. eehrſ. уем man die Reihe 
a ＋ bx -p ex? + dx3 -p ex4 +... i 
auf eine Potenz von einem bejahten ganzen Cepo 
nenten, fo erhält man eine Reihe, die mit der ge⸗ 
gebenen einerlei Form hat. 
Bew. Man multiplieire 
a bx ＋ ex? ахз J- ex L... 
mit a + bx + cxt} 4х3 ＋ ex^ +... 
Man erhält hierdurch 


а-э —1) 
Eu 


D = , 16. 


X 


anmas L... 


aa + ab | x + ac х? ＋ ad | x3 + ae x*- ag 
+ba | + bb + be + bd 
I ca + cb ＋ cc 
+ da + db 
+ ea 


Diefes fe&e man == 
А + Bx 4- Cx? + 0х3 + Ex^ + J. , 
Durch die Multiplication dieſer Reihe mit 


а + bx + сх? + dx ＋ ex^ +.. 
bekommt man 
аА + aB x Бас | x?-paD | x?-FaE | x^-r... 
+ bA + bB + bC + bD 
+ cA + cB Let (2.) 
ад +dB 
+ eA 


b. i. eine Reihe, bie nach den Potenzen von x auf eben die 
Art fortſchreitet, wie a + bx + ex? + dx? + ext4... 
Setzt man nun die Reihe (P.) = 
9 ＋ Bx ＋ Сх Dx р. .., 
und multiplicirt wieder mit 
a ＋ bx ＋ cx? dx33- .. , 
fo muß man, wie leicht einzuſehen ift, wieder eine Reihe er- 
halten, die nach den Potenzen von x auf eben die Art fort⸗ 
geht, wie die Reihe a ＋ bx + ex? + dx3 +... 
§. 50. Es ſey m eine bejahte ganze Zahl, ſo iſt 
(bx + ex? + dx3 +.. I n = (b ex + dx. . ) m. xm ы 
(B+ €x + Dx? 4-...). xm = Bx TE CX IE Dx 
Hieraus ergibt fid) (bx -+ ex? + dx3 +. 01 = 
Bx + Cx? + Cx? + ..., (bx + ex? 4 ахз +...) == 
Bx: + Схз + Юха +... c. 
$. 51. Durch Ausziehung der Quadratwurzel findet man, 
y^ a x) = (1 + х) -ai1-Tix—iecr439—... 
Hieraus und aus $. 49. folgt, daß fid) auch 
G3, ку, a+ х), (14 , (1 + х), x. 


durch Reihen von ber Form 
A + Эх ＋ 6x: + D&S +... 
ausdrücken laſſen. 
Durch Ausziehung der Kubikwurzel würde man finden 


(1+ x) = а + х) = 1+jx — er Lea کے‎ 

8.52. Wie man vermittelſt der Formel ar gab ＋ b° 
die Quadrat-, und vermittelſt der Formel a-+3a?b-+3ab?+b3 
die Kubikwurzel aus einer binomiſchen Größe 1 x in einer 
Reihe darſtellen kann, ſo kann man auch vermittelſt der §. 48. 
gefundenen Formel 
. Ln. UH, eg an—3b3 + ; .. ОЭ 
die nte Wurzel aus der Größe 4 D x in einer Reihe Diere 
Das Verfahren in dieſem Falle, das mit dem Verfahren in 
jenen Fällen einerlei iſt, ſetze ich als bekannt voraus. Mir 
kommt es hier nur darauf an, zu zeigen, welches die Geſtalt 
der Reihe ift, die man durch Ausziehung der nten Wurzel aus 
1 ＋ „erhält. 

Zieht man aus dem erften Theil der Größe 1 + x 


1+ х Gef 
1 TET E 


n) ks 
n(n-1) x nOD) x3 


(&.) kl He CR RD NAE: ute 

n- Ax Bx. .:) (B.) Ax? Bx3 + Cx^ + 0х5 + Exo +... 
Ax TBS CXA ＋ D'x5 ＋ E/x6 4- ,.. 
(y) z-O"x^ T D'x5 + E/x64-... 
Еб 

п+9х4-9'х24...:) (d.) B%x3 C^x^-E-D^x5--E/*x6 +... 

u. ſ. w. 

die nte Wurzel, fo erhält man als den erſten Theil der ge— 
ſuchten Wurzel 1. Die nte Potenz von 1 iſt 1. Dieſes 1 von 
der Größe 1 x abgezogen, gibt x als Neft. Das a in der 
Formel O ift hier == 1; alfo das nan-ı derſelben hier = n. 
Dividirt man den Reſt x durch n, ſo erhält man den zweiten 


Theil der geſuchten Wurzel oder das b der Formel С) = Ту. 
Aus dem erſten und zweiten Theil der gefuchten Wurzel ergibt 


ſich das пан E 20D Derbe Ei le. 
der Formel С) bier == 420-0. х 1 0), EC 


Dieſe Reihe, in welcher di Sn von x nach einem 
deutlich in die Augen fallenden Geſetze fortſchreiten und welche 
e heißen foll, muß von dem erwähnten Neft x abgezogen were 
den. Der Neft A, der bei der Abziehung des o vor x bleibt, 
ift eine Reihe von der Form Ax? + Bx? + Cx^ +... Nun hat 
man 1-х als bem erften Theil der geſuchten Wurzel, d. i. 
als a der Formel O zu betrachten. Das nan-1 der Formel O 
wäre alfo jetzt hier = п(1-- Zeie? == einer Reihe von der 
Form n Ax + Bx? .. . . Dividirt man mit dieſer Reihe 
in den Neft B, fo erhält man das b im O jet hier = А x, 


^ SE s A. A 
Nun bat man bie Größen av Cx, Gy, . . reſpec⸗ 


tive in die Größen 1 (140 1, 7 2-0 (+ Au- 2, 


1 325 ,, n dii Dadurch ber 


kommt man Reihen von der Form der Reihen in у. Durch 
Abziehung des y von B erhält man 8 als Neft. Betrachtet 
man nun -x + n* als den erſten Theil der geſuchten 
Wurzel, d. i. als das a der Formel O, fo ift jetzt das oan) derz 
ſelben = n (4 + х + ZI e einer Reihe von der Form 
n+ Ax 4- BA +... 

Aus dem Bisherigen geht zur Genüge hervor, daß man 
ſetzen kann. 

v? (4 Lais (14-х) 1--Ax + Basti +... 
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$. 53. Alſo kann man auch ſetzen 
(2+ х)" = 1 + Ax + Bx* Сх +... 
$ 54. Durch die Divifion findet man 


3 = (04 х) = r—x--x—xs ...س‎ 


Alſo kann man auch ſetzen 
(1 + × == а + х). а + х). (1 х)... 
ao == 1 Ax FBR 6S9... 
$. 55. Endlich läßt fid) durch die Diviſion darthun, daß 
man ſetzen kann 


2 1 ＋ Ax ＋ Sx? ＋ 6х3... 


Nun kann geſetzt werden 
(a+ = 1+Axs+ Be Сх3 +... 
und eg ift 
(1 + D = on 

Alſo kann man auch ſetzen 
a + 3). = 1 + Ax + 8x? + Cx 

$. 56. Was für eine Zahl auch n bedeuten möge, fo 
kann man immer ſetzen 

(1 +x} = 1 ＋ Ax + Bz? + Сх 4.0... 

$, 57. Lehrſ. Erhebt man 1-Ax+ Bx? + CX. 
auf die mte Potenz, wo m eine bejahte ganze Zahl 
ift, fo ift der Coefficient des zweiten Gliedes der 
entwickelten Potenz = mA. 

Bew. Man kann ſich durch die Multiplication leicht über⸗ 
zeugen, daß ; 

(1 + Ax + Bx? +...) = 1+2Ax + Bx fft. 

Man nehme an, es fey 

(I+ Ax ＋ Bx? +...) = 1 mA + Bx , 
fo erhält man, wenn man auf beiden Seiten der Gleichung 
mit 1 ＋ Ax + Вх? +... multiplicirt, 
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(1+ Ах + Вх +... Hd hmAl Nx... 
+ A +mAAx’+.., 
ES 1+ 04 40) Ах + ,,. 

Iſt alfo der behauptete Satz für bie mte Potenz wahr, 
fo ift er auch für die m + ate Potenz wahr. Nun gilt er für 
die zweite, alſo auch für die dritte, alſo auch für die vierte ꝛc. 

$ 58. Aufg. Die Potenz G On durch eine 
Reihe auszudrücken, n mag, welche Zahl man 
will bedeuten. 

Aufl. Man ſetze 

(a ＋ x) = 1 + Ax + Bx? + Сх3--.. 

Nun bringe man dut x in diefe Gleichung, einmal x+u, 

und das andere Mal I, was geſchehen darf, da man für x 


jeden beliebigen Werth ſetzen kann. 
Durch Wiederholung der in 5. 47. gemachten Schluſſe 


findet man endlich 
G+ = 1+ Ax 7 D) ү -— Ld 


$. 59. Iſt n eine ан ganze Zahl, fo ift aus (S. 47.) 


G i Da, 
Es fey (1 ＋ х)2 = 1 Ax + Be + ..... 7 
wo = ein bejabter Bruch ift. 


Alſo ift 
UE = Ge 

Nun ift, ba n und m bejahte ganze Zahlen find, 
(cp POT TE en 
und а + Ax -+ Bx? + a TEE 

Folglich 

1 ＋ mA + B j-... = 1 рах 8x12... 

Da nun die beiden Seiten dieſer Gleichung identiſche Gröſ⸗ 

ſen ſind, ſo iſt 


l \ 


als 


mA : 
‚A 


Alſo iſt 

(1＋ = 1 + s E loq E Gm 92 
Es ſey endlich 

a+ х) 5 = TAX + Вх? +... 
Nun iſt 

aXX = 41-х ＋ Bx E 


a+ -. (4 + x); = ıtAs+BrH+.. 
+: LA 
+ Зх? 
oder, da а х). (а + х5 = G + х)0 = 4 ifi, 
Q— A | x FB | x+... 
+š 1, ken 
+ B 
alſo, wenn man durch x dividirt, 
A + | x+; 22 
0 = a See 


Da SC Gleichung m für jeden Werth des x gelten ſoll, 
fo it A =—;. ET 


QN df ; 
mA 22 LO „ COA 
Q T = =- T Е Linc mE QU. d aa; st... 


$. 60. t für ee Zahl alfo x bedeutet, fo ift 
immer 
ах = аах en. 
Das mate Glied Meter Reihe it = 
n(n-1)(n-9)..... (n-(m-1)_, 
1. Jl H 3 — — III = 


Setzt man ſtatt x, 7 fo erhält man 


(2 +y. = u Бы n(n-1)(n-2) , x? 
+p — pri 2 PI 1. 2 3 pt 


... 


auto ій 
p". a + 9" = @ + >" = 
p" + n, "—À 1) n-2 x2 -+ nea , р2-3х3 + $ 


1 + 9 * 3 
Der mpate Coefficient ift == = pU COD). 


*< * m 

Sft n eine bejahte ganze Zahl und E = n, Mfo 
m = n+ 1, {0 werden der m + 1te und alle folgenden Coef- 
ficienten = 0, da fie Null als einen Faktor enthalten, die 
Reihe bricht ab und das mte oder n ite Glied ift das letzte. 

Iſt aber n nicht eine bejahte ganze Zahl, ſo bricht die 
Reihe nie ab. 

§. 61. Erkl. Der Satz, daß | 
(p + х)" = p? + пра-1х += E 2) ра-2х2 . 
iſt, heißt der binomiſche. 

§. 62. Ex. Es iſt c 
мања + xe Du. 

— tix — рода 

Man findet dies auch durch folgendes Verfahren. Man 

ſetze 
иа x) = 1+- Ax + Bx? + Сх + 

Hieraus folgt 

1＋ x = 1 ＋ Ax + Вх? + CX +... mult. 
mit 1 + Ax + Bx? + Cx3 +... 


= 1--1.A | x+ i.B | x2+-4.C | x+... 
A.1 +A. A + AB 
+B.ı +BA 
+ 0.1 
Folglich ift 
0=1,A X ＋1. B рх ＋ 1. CIA +.» 
А. „А + AA + AB 
—1 ＋ B. 1 ＋ BA 


+ С. 


Folglich 
1. A＋ A1 122 0 A EP 
: š —АА 
1. B ＋ AAB. 12 0 B = 2 
nd — AB — BA 


vu 
er АВ То 


Es wäre überhaupt | 
LAP BQZ EN DM... — 0 PA 
Coefficient Q = KE VTX 


Hier wird alfo jeder Coefficient, Sc allen, die ibm vorz 
hergehen, beſtimmt. Š 

Berechnet man die Eoefficienten, fo erhält man 
А = 1, В = =F, С = т, 16. 

$, 63. Lehrſ. Die Potenz (а--Ьх--сх2--0х34-:..)", 
won jede beliebige Zahl bedeutet, läßt (id) in eine 
Reihe von der Form AJ-Bx4-Cxe4-Dx94-.., entwickeln. 

Bew. Man ſetze 

(а + bx ＋ сх ＋ dx3 . . ) — (a + 195 
Hieraus erhält man nach dem binomiſchen Lehrſatze 


(2-109 an- nante 700 МЕ 29. an- wine ت‎ reda 


Alſo ift EE aF s= 
an + nan—1 [bx ＋ ex? + dx3 + . 
| + 1 . an- [bx + cx? dxs 5 


«| RN NE d "й-б D ‚ an—3 lbs ec f da. 
Nun эбе die . von bx + сх dxs p... bei 
ihrer Entwicklung Reihen von den Formen 
BX + Gest D C EN E 
BX Cisi D'x4 + ds 
+B’ CCN 


> ` * * * p^ ($.-50.) " 
Da man nun die Coefficienten B^, C, D, ꝛc., B", 
C", D", зс, B", C", 10., wie in die Augen fällt, durch b, 


c, d, +... ausdrücken fann, fo ift klar, daß (id) die Potenz 
(a ＋ bx + cx ＋ dxs g. . . )u in eine Reihe von der Form 
A+ Вх + Cx ＋ 0х3 +-.... verwandeln läßt. 
$ 64. Aufg. Man {011 (a + bx + ex* deër, 
wenn meine bejahte ganze Zahl bedeutet, in eine 
Reihe verwandeln. 
Aufl. Man ſetze 
(a + bx + ex? + dx? E.. ) = A+ Bx + €x: + Dx? +... 
und 
(a ＋ by + ey! 4° ..) == А + By Fr Cy T Det, 
Der Kürze wegen fey gefebt 
a + bx + cx? + dx +... = 
und a+ by + cy? + dy: +... = v 
Alſo ift auch и 
(a+ bx + ex? + dx . .) u 
und (а + by + су? + ду? +...) == v" 


Folglich ift 
чу Б (x-y) 50 с (#-y2)+d (x3-y3) Tm 


Man dividire den Zähler des Bruchs auf der linken Seite 
der Gleichung durch den Nenner; auf der rechten Seite divi- 
dire man Zähler und Nenner durch x-y. Hierdurch "HR 
man (S. 37.) 
1 + uA + Uns va +; „+ SE + uy"? + v 
_ B+ CG +y р(х ху + y) + š, 
b+ (ху) pd (x*4-xy + y) +. 
Setzt man nun x = y, alfo u = be fo bekommt man 
ee: B ＋ 2CX +3Dr +... 
7 PE + сх JL. Жи Z 
Nun ift 
ul er ae 
(a + bx + ex? + dx? +... E 
5: а + bx + сх T+ dxs +... . 
А Вх 4 Cx Ох: + J. 
= а F bx Fe ＋ du e: 


i Š 
ern = 6 B-H2Cx ADN 
a T bx 4- сх? + dx5 +.. b +2cx +3dx +. 
Folglich 
n (А + Bx + Cx? + Dx? 4...) (b + cx + 3dx? +...) 
== (B + 2Cx + 30х° +...) (a + bx + exe + dx. . ) (O) 
Durch Vollziehung der angezeigten Multiplicationen er: 
hält man 


nbA + nbB | x + nbC | x®+nbD | x ] 
-J-9ncA | + 9ncB ＋ 2ncC zs 
+ 3ndA + 3ndB Í LA 
+ плед Jee 
pue x+ Зар | x? ＋ даЕ | x +... 

+ bB + °С + 3bD 

= + cB + 206 

+ dB 


Hieraus ergibt fih, wenn man die Goefficienten von cie 
nerlei Potenzen von x gleich ſetzt, 
aB = nbA = 
20 — Der — ) bB + cde 
3aD == (n— 9) bC + (an — 1):eB + 3ndÁ ç 
ege? E bD us (m2) «enr dB š gedet 


Man A7 difs ей T den Coefffcienten B, Га р, E, TT 
aus allen, die ibm vorhergehen, nach einem ſogleich in die 
Augen fallenden Geſetze, beſtimmen, wenn A beſtimmt ift. 

Um A zu beſtimmen, bedenke man, daß die Gleichung 

(а ＋ bx 4- cx? ＋ dE . Jn = A 4- Вх + Cx? E 
für jeden Werth des x, alfo auch für x == 0 gelten mu. 
Setzt man nun x = о, fo erhält man А == an. 

$. 65. ид. Vd LE ka, AC in eine 


2 DI verwandeln, menu; cin bejabter Bruch 
' үр "51M ^"^» m 
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Aufl. Es ſey 
„ N = A FBS Ох + DH... 
und 
(a+ by + ey! tdt...) = A+ Ву T CVT Dy: +... 
Man ſetze t 
( ＋ bx ext ＋ dx . ) а 
(a ＋ by Р су dy . . % = v 
Alſo 
(a ＋ bx + ox? + dx3 4- . % — um 
(a ＋ by ＋ су 4- dy? . . ) — vm 
a ＋ bx + сх ＋ dx: +... = un 


Sck by --cy* дузы ie 
Folglich iſt 
myn DGG DGH -N 
nn BFE у eee 
Man dividire Zähler und Nenner auf der rechten durch 
x—y und auf der linken durch u— v. Hierdurch bekommt 
man, da m und n bejahte ganze Zahlen find, 
um-1 ＋ um- -umy2 E. . ‚ + uym ل‎ uym-2 ＋ ymi 
un—1 + un—y ＋ uny L U Hes F uy + yai 
EE | 
— b е(к y) Ed e фу): 
Setzt man nun x = y, alfo auch u = v fo ergibt м 
mum—1 m um m А + Bx Cx + Dx +-. , 
d Pu Y^ en. 
В + 2Сх + 3Dx* Ех? + 
"Em + ocx + 3dx? +4 ех? +. 3s. 
—.— iſt : 
. (AER ＋ xi DH JO + сх Fa... "Y 
_в E Kat bx + cx? | 4х2...) 
Vergleicht man dieſe Gleichung mit der Gleichung O des 
vorigen §., fo ſieht man, daß die dort . Geſetze zur 
Beſtimmung der Coefficienten A, B, C, ... auch bier gele 


nun—1 


+ 


ten. um die Coefficienten hier zu finden, darf man dort š 
nur ſtatt n ſetzen. 

$. 66. Auf g. Man foll (a--bxJ-ex? J- х2 +. DE 3 
in eine Reihe verwandeln. 

Aufl. Setzt man in dem vorigen $. —m Datt m, fo 


erhält man 
— Во maie te: 


Nun iſt 
Le 
um үа um ym vm — qum 
"apen un ys 2 umym(un— vn) 
um — ym 
= 7 umym(un — yn) 
Alſo ift 


1 myn BANG -D D e. 
"wn" un — yn ^— b(x—y)4-e(x1—y?) +d(x3—y53)+ ... 
Auf der linken Seite dividire man Zähler und Nenner 
durch u— v, und auf der rechten durch x — y. Man erhält 
hierdurch 
1 um--1-um-2y-|-um-3v24-,,, ]-u2ym—3-]-uym—2 + ym 
7 umym -I Газу ан 3y2-]-..] u3y?-3 -uyn=2 yami 
| Bo-C(x4-y-rDGhTxyT 2T... 
BLOCH AIE xy M... 
Setzt man nun x == y und u — v, fd ergibt fid) 
E ee RN ыы B+ 96x + 3Dx? 4... 
Tow 'g.unid a 5 
Nun iſt 
1 m. um—1 m um z[A4-Bx4-Cx?-F. . 
am! n.uaci awe eden pud 
Alſo 
P[A--Bx + Сх? +.. B+2Cx+3Dx?+... 
a ＋ bx ＋ сх? +... Ати + ges +3dx?+ ... 
3 


= — 


Folglich 
— [A + Bx C. Ib + 20x + закар. Д 


= (BF CXF FDL...) (a-Fbx-rex*?-paxs 4... Sz: 


Das Coefficientengeſetz (§. 64.) gilt auch für einen verz 
neinten Exponenten. 

§. 67. Es iſt 

aam + bxm td | exm+24 | dxmt3d Aa ; 
= xm (a bad Leid + dx34 Lo...) 
Alto 
[axm + bxmtd 1 exmt?d L. dxmt3d . Je 
== xmn [a + bxd + ex? + dxsd . . In 

In dem eingeklammerten Faktor auf der rechten Seite 
dieſer Gleichung ſetze man xa — y, fo erhält man 
(a T- bx3 + сх24 -- dx34 .. ) n — (а-ЬЬу--су?-Ь4у3-Е...)" 

Die Potenz auf der rechten Seite dieſer Gleichung läßt 
ſich nach $. 64. entwickeln. 

Die Form der entwickelten Reihe ift, wenn mau x? ſtatt 
y fegt, 

; A + Вх -+ Сх? L Dx3d +... 
Alſo ift die Form der Reihe, welche man für 
[аха + bx mtd + xm Ed f dxmt3d EL. In 

findet, ? E 

i Axmn E Bxmn--d -A- Cxm+2d L Tyxmn+34 + е 

Die Coefficienten A, B, С, D, ... werden, wie in 
$. 64, beſtimmt. 

Die Größe d kann auch verneint ſeyn. 

§. 68. Erkl. Das Geſetz, nach welchem man die Po⸗ 
tenz einer vielgliedrigen Größe in eine Reihe auflöſet, heißt 
der polhnomiſche Lehrſatz. 


II. Verwandlung tranfcenbenter Funktionen 
in Reihen. 


A. Verwandlung erponentialer und logarithmiſcher 
Funktionen in Reihen. 


$. 69. Erkl. Eine exponentiale Funktion iſt eine Potenz mit 
einem veränderlichen Exponenten, z. B. ax, zx, wo a eine be⸗ 
ſtändige, und x und z veränderliche Größen bedeuten. 

$. 70. Aufg. Man ſoll die Funktion y = ax 
durch eine Reihe ausdrücken, deren Glieder nach 
den Potenzen von x geordnet find, 

Aufl. Um zu finden, auf welche Weiſe die Potenzen 
von x in der geſuchten Reihe fortſchreiten, {еве man a 1--b, 
alfo ах == (1 4 Ь)х, und entwickele (1 ＋ Ь)х nach dem bi⸗ 
nomiſchen Satze. Es ift (1 + b): = 

x(x-1) , х(х-1)(х-9) x(x-1)(x-9)(x-3 
ee ee 3 D Ms. 

Man vollziehe die Multiplication der Zähler der Bing- 
mialcoefficienten und ordne, von der niedrigſten Potenz von 
x anfangend, die Reihe für (1 + b) x nach den Potenzen von x. 

Das gibt (1 + b)x = 
Ke Catani (9x-3x%Fz3)+ HI Co Hs Ec 

3 2.3 2.3.4 


= 1 bx 


b2 7 
— жанасу : i 
3 3 3 53 
== . X24 — >3 
F 
ba 11b^ 6.b b 


+ ОЕ en 3. xi S 
Pr eg ET 2.3•1 


: Das Geſetz, nach welchem die Potenzen von x in dieſer 
Reihe fortſchreiten, iſt deutlich in die ingen fallend. Auch 
A 5 


b2 
tbt ma 3 iM le dem, oo 
fieht man, daß der Coefficient b —— 5 


— 36 — 
des zweiten Gliedes tee Reihe ſelbſt eine Reihe ift, deren 
allgemeines Glied + — iſt. 


Da nun 1b = a, alfo b = a— 1 ift, fo ift 
ax=41—--(a-1) x + cU x2 + b3 TU T ba . 


UE 9.3 3.4 
° "= a 6b^ А 
4C 291 3 2.804 
3 11.Ca-1)9 , 
LG 2.3.4 
n 


Man ift alfo berechtiget, zu (cen 
ax = 14+ Bx + Cx? + Dx? + Ext +. 
wo B, C, D,. ... von x unabhängige Größen bedeuten, die 
nun noch zu beſtimmen ſind. 
Aus der Vergleichung dieſer Gleichung mit der nächitvor- 
hergehenden ergibt ſich ſogleich, daß 
(a1)? ya) (а-1)5 GA 


2 3 d +.... ift. 


B = а-1— 


Ferner: da 
ax = 1 + Bx + €x? + Dx3 + ENA A- e 
für jeden Werth des x gilt, fo ift auch 
ar == 1 + Ву + Cv? + Dy? + Evi + , 
Folglich 
ax . aY == 1 ＋ Вх ＋ Cx? ＋ DZ ka +... 
Bv + ВВху --ВСх?у + BDx?y +.. 
+ Су? +CBxv? + ССх?ү? 4 ,, 
+ Dys I DBV +.... 
+ Eva +. 
Es ift aber auch ах. 87 e axtv, und 
axtv == (--B(x--v)+ C(x-- v)? -DG- EF v)?À-EGC-V)^ +... 


— 3 7 ws 


1-FBx--Cx? ＋ Dx: +E Fi 
+ By + 9Cxv + 3Dx?v + 4Ex3v 


== + Су? +3Dxv? + gEx?v? 
Dy? + 4Exy3 
+ Ev? 


Alſo auch die hier gefundene Reihe == 
1+ 8х ＋ Cx? Dez p Es +, 
T By + ВВху + BCe?v. + BDxiv 4... 
＋ Су? GBRCBxv? FEO, 
+ Dv: + DBX 4... 

š T Eye r v. 
Folglich auch 
Ву + 2Сху + 3Dx?v + 4Ex?v +... | 
+ Су +3Dxv? 4-6Ex?v?-L .., | 
+ Dei ER 
＋ Ee Tk Ke 


By o BBay + D BBD oF. 

+ Суг + CBxy2 d- CCN +’ 
= +Dv: + DBxv: +... 
= Ev“ — ° 


Folglich, wenn man auf beiden Seiten — v bivibitt; 
und alsdann v == ſetzt, 


B--2Cx-F3Dx?--4Ex3--.. = ВЕВВх ВО BD 
Alſo it B == ER 
c — 8° 
Ф: 
Dass, 
2.3 
p^ 


Folglich 


B B B4 e 
t... ß 
na e (4) 
wo B a. v 5 55 4 de, it. 


$. 71. Die Reihe für B if nur dann convergent, wenn 


а — 4 ein echter Bruch it. Es läßt fi B auch auf eine 
andere Art beſtimmen. 


$. 72. Setzt man in der für ax gefundenen Reihe x — 1, 
ſo erhält man 


er RIAL 


$. 73. Es wird alfo B durch a, und a durch B be 
ſtimmt. 


$. 74. Man fehe B = 1, 4: тып man 
a4 Tt + 2.3 * Ee 
1 25 1162813 ER 

Dieſer beſtimmte Werth für a heiße e. 

$. 75. Es ift alfo 


E x3 xt 
eA 1 ++ Ft Et... 
Folglich auch, wenn man x = B fegt, 


В? B3 BA 
= В ou н 
Tel 2 Коз 2.34 
Nun iſt auch nach T = 
а= ++ — 7 2 FTF 
Folglich en — a 
und B. Ig e = Ig a 
p — 182 


16е 
Aus dieſer Gleichung läßt (id) B immer beſtimmen. 
§. 76. Setzt man den ſo eben gefundenen Werth des B 
in die Gleichung für ax, fo erhält man 


Ig a (Ig a): dig a3 
* WË T EET 


_dga)3 ., _ Ова)" 
2.3.(lge)? 2.3.4. deet" 


tac A om 


$. 77. Nimmt man als die Baſis eines logarithmiſchen 
Syſtems an, alfo lg a == 1, fo erhalt man 
x2 xš xA 
rige 2.08 е)? Ty xdg 855 f... (ig D MM 
Setzt man, e fey die Baſis eines logarithmiſchen Syſtems, 
alfo lg e — 1, fo ift 
; l 
cr Re Eë xti 
In der Gleichung, für ud =. = 4 angenommen 
ift, ſetze man ax = y, alfo xIg a = lg y, oder, eni bigis en 1 
ift, x = уд fo ift Í ; 
Rai ler. dg y)? (eo: Le 
пш Lee 2.08 еї 9%8; eT a uoc SW 
Syn ber erm für welche ige — 1 iit; Sai man 
ах == y, alfo x. Ig a = щул 60 it 
cem: deg) (ër | 
er le ا‎ IS PIT. 
y ае eas 6.2.3.0 K GEJ) 
Sowohl die Seetal I., als die Gleichung II. gibt eine 
Zahl durch ihren Logarithmen, die Gleichung 1., wenn a, und 
die Gleichung II., wenn e die Baſis eines logarithmiſchen Sy⸗ 
ſtems iſt. 
Jede von den Gleichungen I. und II. kann immer fo 
weit fortgesetzt werden, daß ſie convergent wird. Ein Glied 
(log vc? саж | 
33..G-ED.dg 68H e E : == dividirt durch das 
(lg y)' gi rum 
Rua 2.3... (ig e) enge und es 
kann n- 1, bei gehöriger a ber Reihe, immer ſo 


le 
groß werden, Daf = we ein febr kleiner echter Bruch 


wird. Auf ähnliche Art läßt fid) die Wahrheit der Behaup⸗ 
tung auch für die Reihe II. darthun. 

§. 78. Im Vorhergehenden iſt eine Zahl durch ihren 
Logarithmen ausgedrückt worden; man kann auch einen Loga⸗ 
rithmen durch feine Zahl ausdrücken. 


4 g Er ST, 


==: a 


§ 79. Aufg. Man foll einen Logarithmen 
durch ſeine Zahl ausdrücken. 
Aufl. Da R= a — 1 — rk iir ro. 
П 
und В auch = ift, fo bat man zum Ausdruck eines Loga⸗ 
rithmen durch ſeine Zahl 


iga e eee 


TR a pP 

$. 80. Aus ber hier gefundenen Gleichung, welche für 
jedes logarithmiſche Syſtem gilt, da bei ihr kein beſtimmtes 
vorausgeſetzt iſt, können, obgleich die Reihe auf der rechten Seite 
derſelben nur dann convergent ift, wenn 4 — 1 einen echten 
Bruch bedeutet, für jedes Syſtem Gleichungen hergeleitet werz 
den, in welchen ein Logarithme durch feine Zahl immer ver- 
mittelſt eonvergenter Reihen gegeben ift. 

$. 81. Es fey zuerſt a == 1 u, und dann а= 1 — и, 
ſo erhält man 

u? us u^ 
R EN d ld 


si u3 uł 


unb 1g (1 — u) ige. Pol sc +] 
Aus bieten beiden Gleichungen E „man ferner 
905 


lz 4 ＋ u) — Ig (i —u) = е. [au +? + Te. 


1 
lg = бын q ost e 22 


Nun bedeute N eine bejabte Zahl, unb man fege 
1 


Nu + u = N—1 


(Nu = N—4 
N—1 


ſo erhält man Se ^ 
ig N = 2 ge Es [HR 3) +- (RED re] 


— 41 — 


Die Reihe in der hier gefundenen Gleichung iſt immer 
convergent, freilich für große Zahlen nicht ſehr. 

$. 82. Daß die fo eben für lg N gefundene Reihe an 
Convergenz abnimmt, wie N wächſt, läßt fid) genügend an 
einem Beiſpiel zeigen. Es fe) zuerſt N — 10, und dann 


D. N-1 9 gien, au 
N = 100, ſo iſt im erſten Fall Sak A, und im zwei⸗ 


11 
N—1 99 gy o 
ten س‎ E.g Es ift aber 101 l. 
$ 83. Aus der Gleichung für le N erhält man 
, lg N 
Be 2. N L. GEH) +... ] 
{+ 4 CE X1) Ts N + D SE 


au zé N "(ey bie бай eines logarithmischen Systems 
alfo lg N — 1, fo ift 


ще = N ena AN A N—1 
xia ы ey HSE T J 
Pë die n" N = %, fo findet man 
lge = 0, 43429448190325 .... 
$. 81. Für die Baſis — 10, d. i. für die gemeinen ober 
briggiſchen Logarithmen, wird alſo die allgemeine, für jedes 
logarithmiſche Syſtem geltende, TM ($. 81.) au 


N— 4 =з H We 
lg N = 2.0, 31294. "NTC > : WII eR hip 


6. S5. Für eine andere Baſis würde lge eine andere 
Zahl, als 0,1342944 ...., ſeyn, oder man würde für eine 
andere бй bie Größe ` Š х 

— 4 1 N —1 —1 
2 NET z 3N 4-1 Gu ] 
mit einer andern Zahl, als 0,43a2944 ... . multipliciren müſ⸗ 
fen, um Ig N zu erhalten. 

$. 86. Erkl. Lge heißt der Modulus (Subtangente), 
der alſo für jedes beſondere logarithmiſche Syſtem anders iſt. 

§. 87. Erkl. Das logarithmiſche Syſtem, deſſen Mo⸗ 
dulus = 4 ift, heißt das natürliche (naturalis), jedes andere 
ein künſtliches (artificialis). 


же ME 


Für das natürliche logarithmiſche Syſtem iſt alſo 


N N -- — 

gN = 2. N re) + PERN- Ay .] 

$. 88. Man findet aus dem er dÉ, einer 
Zahl den künſtlichen Logarithmen derſelben Zahl, wenn man 
den natürlichen Logarithmen dieſer Zahl mit dem Modulus des 
Syſtems multiplicirt, zu welchem der künſtliche Logarithme 
gehören ſoll. 

Oder bezeichnet man den Modulus mit M, ſo iſt 

Ig. art. N — M. Ig. nat. N 


§. 89. Alfo iſt auch 


Ig. art. N 
Ig. nat. № == Zus w 


M 
$ 90. Für die briggiſchen Logarithmen iit 
Ig. art. N = R — UR nat. N 
S- ME 
und lg. nat. N = damen: 
$. 91. Aus lg.axt. N == M Ig. nat, N, folgt 
1:M = lg. nad. N: lg. art N, 
d. h. der natürliche und der künſtliche Logarithme einer und 
derſelben Zahl verhalten (id), wie die Modulus ihrer Syſteme. 
Ueberhaupt verhalten ſich einer und derſelben Zahl Loga⸗ 
rithmen in zwei Syſtemen, wie die Modulus dieſer Syſteme. 
Denn es fey 


Modulus eines Syſtems = M 
eines andern Syſtems = M. 
Logarithme einer Zahl N im erſten Syſtem = v 
Logarithme der Zahl N im zweiten Syſtem = w, 
m iſt v = M. Ig. nat. N, und w == М’, Ig. nat. N 
Alſo v : w = M: М, 
$ 92. Es ift früher gezeigt worden, daß in der Glei— 
chung 


nn ee] 


die auf der rechten ew befindliche Reihe an Convergenz abo 


— s 


nimmt, wie N wächft. Eine febr convergente Reihe, auch für 
große Zahlen, erhält man, wenn man Das 


ru 
lI in ($. 81.) = pes ſetzt, 


1 

alfo 1-4-u = aiiis. met 
“+ = 
СОРТ 
eye 


d es. | 
und a W + Z : 
Man bekommt hierdurch, Je e = M geſetzt, 
сш усы 2 
© N x SL ri, Al lg N E 287, 


: AL i 255 (sr 2) nee T. 1 


und Ig(N + Z) 


Ie N au. IC 23 (nf y + G2)" +...J 
und, für Z — 1, 3 = 


мом. N C3 С) + СТ E 


Setzt man in der Formel für 18 дэ 1) für N die ag 
len 1, 9, 3, 4,...., fo gibt der eingeklammerte Faktor 


[x= Er жа са Au) en 4 immer eine ſehr convergente 
Reihe, a eine deſto convergentere, je größer die für N ges 
ſetzte Zahl iſt. 

$. 93. Der Formel für lg (N + Z) kann man fid) vore 
theilhaft bedienen, die Logarithmen ſolcher Zahlen zu finden, 
die außer den Grenzen einer Tafel liegen. Eine Tafel enthalte 
nicht die Logarithmen der Zahlen über 10000. Soll man nun 
z. B. den zu 128539 gehörigen Logarithmen finden, ſo zerlege 


— — 


man 128539 in 128500 + 39, und ſetze N — 198500, und 
Z == 39. 


B. Verwandlung der Kreis funktionen in Reihen. 


$. 94. Nach trigonometriſchen Gründen ift für den Kreis— 
halbmeſſer = 1 
Ef A? + Sin A = 1 
Sin (A + В) = Gin A. Cof B + Cof A. Sin B. 
Cof (A + B) = Cof A. Cof B + Sin A. Sin B. 
Die Größe Cof A: + Sin A2 läßt fi) in die beiden 
unmöglichen Faktoren 
CofA Sin A. y^ —ı 
und Cof A — Sin A. — я 
zerlegen. Man kann ſich hiervon überzeugen, wenn man dieſe 
beiden Größen wirklich in einander multiplieirt. Es iſt alſo 
(Cof A + Sin А. — NE А — Sin A. — p= 
Multiplicirt man die beiden ähnlichen Größen Got A 
+ Sin A. 1, und Coſ B Sin B. 1 in ein- 
ander, ſo erhält man 
(CofA + Sin A. — 1) (Coſ B + Sin BV — 1) = 
Cof A. Cof B- Sin A. Sin B+(@ín À .CofB+Eof A. Sin B).1^-1 
== Cof (A + B)+ Gin (A + B). у — 
$. 95. Lehrſatz. Es ift 
(СОА + Sin A. — Un = Gof nA Sin 4 y —1 
u. (СМА Sin A. —ı = Coſ nA Sin nA. — 1, 
wO n eine bejahte ganze Zahl bedeutet. 
Bew. Da 
(Cof A Sin A. — 1) (Coſ B Sin B. — D = 
Cof (А + B) + Sin (A + B). y^ —1 ift, fo ift 
für B = A, (Coſ A+ Sin A. —1)Y(Gof A A Sin А.у? — 1) 
= @0[9А Sin 24 — s 


— U — 


= 9A, (Cof A. Sin A.- Coſ 24 . Sin 24. ig E 
= @ {3А + Sin 3A. ^ —1 

= ЗА, (Cof AA Sin A. —1X Cof 3A Sin 3A. — 1) 
er E Ss 


Aus diefen Gleichungen ergibt (id 
(CofA Sin A. y^ — 2 = Cof 2A + Sin 2A , 1 
(CofA Sin A. — 1)3 = Coſ 3A Sin 3A. 17 —1 — 
(ef^. c e v — e = иад + Sin АЎ. v — 1 


(Gof A + жа. ня 4» L sre tp Ein FR SE 1 
Setzt man in den beiden Größen. 
Coſ A -- Sin A. — 1 
Coſ B + Sin B. —ı 
y^ —4 verneint, d. i. — 1^ —1 ſtatt 1 — 1, ſo ver 
wandeln (ie fid) in 
Coſ A — Sin A. — 1 
Cof B — Sin B. —1 
und die Gleichung 
(CofA + Sin A. Um = Gof nA + Sin A. р —ı 
in (CofA — Sin A. 1) = Coſ nÀ Sin nA. — 1 
Man hat alfo, wenn u eine bejahte ganze Zahl bedeutet, 
(Cof A Sin A. —1)% = Coſ nA + Sin nA. 1 
u. (Cof A — Sin A. — (Um == CoſnA — Sin nA. 1 
$. 96. Aufg. Man ſoll den Coſinus und Sinus 
eines vielfachen Bogens durch den Coſinus und 
Sinus des einfachen ausdrücken. 
Aufl. Da 
Coſ nA + Sin nA. К? 1 = (Coſ A + Sin A.V — Un 
b uw V —1 = (CofA Sin A. y^ n, 
D iit 
2. Coſ nA = б A Gin Ay —1)"+(Cof А—@ї A. In 
1.2. Sin A eee GA Sin A. U -In 
— 1 


COO а. 


Hier könnte man nun die Ausdrücke für 2. Coſ nA und 
2. Sin nA nach dem binomiſchen Satze entwickeln. Es würde 
ſich bei dieſer Entwicklung zeigen, daß ſich das Unmögliche auf⸗ 
hebt. 

Kürzer gelangt man aber zu der Auflöſung der Aufgabe 
auf folgende Art. 

Nach dem binomiſchen Lehrſatze ift 
(Coſ A+ Sin A. q^ — 1)^ — СОА" + n. Coſ Angi. Sin A 1 


23 fan, SinA?— num, EofAn-3, Sinds, V - 1 


qno 303) Coſ Ar. Sin A^ +. 


9 

Die Reihe auf der rechten Seite ift alfo auch = of n. nA 
+ Sin nA. р — 4. 

Man fann (id) die erwähnte Reihe beſtehend denken aus 
einer möglichen Größe, welche die Summe aller ihrer mög⸗ 
lichen Glieder iſt, und aus einer unmöglichen, welche aus der 
Summe aller ihrer unmöglichen Glieder entſpringt und als 
ein Produkt aus einer möglichen Größe in die unmögliche 
1 anzuſehen iſt. 

Da nun jene mögliche Größe nur einer möglichen und 
dieſe unmögliche nur einer unmöglichen Größe gleich ſeyn kann, 
ſo hat man 
Gof nd = Gof An ED. Gof Am-. Sin A? 

HIN fan Sin ar 1... 
und Sin пА. 1 = а, Coſ An 1. Sin А. 4 


an, Cof An-3 , Sin A3 , —1 
` * 
4 EDA , of Ans, Sin As. Hei. 
LEE en Me 
oder 


Sin nX n. Coſ An-. Sin A 


n(n-D(n-)(n-3)mD Frans Sin 4 tS e 
tia EC as ie 


n(n- 


PCD G fans ; Sin As 


= 47 = 


$. 97. Es if Coſ A: Sin A = 1: tg A, alfo 
Sin A — Coſ A tg A. 
Durch Setzung dieſes Werthes von Sin A in die Reihen 
für Got nÀ und Sin nA bekommt man 
an 2) 


EofnA = Coſ An — . Coſ A22. Coſ A? . tg A? 


+ TOEIC Gof Au-. Gof 41 . tg AA — 
Sin nÀ = n. Coſ Ant, Coſ A . 5А 


ақп en Cof An-3 . Cof A3, tg A? 


n (n- 1)(n-2) (n-3) (n-4) ` n-5 т А5 
а r ي‎ ee 


oder 

aetna OMNE 
und Ginna — Gofar. [n ig a DEN ag as 
> See Di 18 45 11; 4 
1.95 3 «31 

$ 98. Aufg. Man foll (ës Le Coſinus, 
als den Sinus durch ſeinen Bogen, den man ſich 
hier in Theilen des Kreishalbmeſſers gegeben 
denkt, ausdrücken. 

Aufl. In den zuletzt gefundenen Gleichungen ſetze man 
nA — x, alfo n = т, wo A, alfo auch x jeden beliebigen 
Kreisbogen bedeutet. 

Hierdurch bekommt man 


L dant 1) 
Gofx = s — ER tg A? 


x 


í 
an SÉ tgA REX, 


pber — ji 
Ka — X. tg A2 
Coſ x Coſ An mes SC , ro $ s 
х-А N), tg Ал 
$ inse] 


14. 69 
5 = Ў 3 
und Sin x = Gof 4. wie e 20 i Säi | 
х(х-А)(х-9А)(х- ALAVA tg eg Я 
Ta AC Baan ä 5 ЖАК ЛАСА T 


Man kann hier den Bogen A beliebig ae Man 


nehme alſo an, A ſey ſehr klein. Dann it ` S^ for wenig 
von der Einheit unterſchieden, da fid) ein ret kleiner Kreis⸗ 
bogen ſehr wenig von ſeiner Tangente unterſcheidet. So lange 
ag A nicht = 0 ift, fo lange iff ig A > A, en alfo 
ke? TIS a tg A 
$i. Ferner it A> Gin A, alfo (Sn x 
t 


dm S Man bat alfo 


= 
Si WE A 
und Í * 3; 1, 


oder die Größe = — liegt immer zwiſchen den ze Gi 


und 1. Nun kommt aber Cof A, alfo aud) —— a ГА der Eins 
heit deſto näher, je kleiner A angenommen wird. Für A=0 
ift CofA und alfo auch Ss = а. Alſo iſt für A = 


tg A 
Wed 


= MS аә 


Da endlich für A = o, DN A = LI iio F. 
Cof An == +. . 
Folglich iſt für A = 0 


* ха 10 
BS ЫЕ as AEST Var 


d Si x3 x5 x7 
ا‎ ES EECHER EA 
$. 99. Bedeutet e bie Baſis des natürlichen Logarithe 


menſyſtems, ſo — (S. E 
— +: dem ӨЕ rss £334 T ° 


Man febe üt iem? Gleichung ftatt z zuerſt x. p^ — 1, 
und bann —x p° — 1. Dadurch bekommt man 
exp^—1 — p ME = — E >: +: 


| s. 


AL 


1.9 1.9.3 1.9.3.1 
' RR sv —1 x^ x5, 47—1 
x = 1— — — L ESE 
Dr e ST 1.23 1930 1234.5 
Folglich ift : : 
9,x 93 X 
ex T —1 —xp^—1 —9,.1-—- — — 
SE IC LE s 4.9.3.4 
und 
2.x./—1 23.17 —1  9.x5.1/7-1 
er ie im F 
xx т €. .f. 
Alſo 
ex · —1-Le-x1^-1 x4 
be ТУ: 2 i235 1.2.3 1 
und 
ex Ni- 1 2 xš ai x5 
2.7 —1 і. Е 


Aus der Vergleichung der beiden hier zuletzt gefundenen Reihen 
mit den F. 98. für Z = und Cof x, erhaltenen geht hervor: 
Е ey —il.e-x > 1 
Sin x кеа FB (A.) 
ex · V- 1 e-xy^—1 
2 


und бох = (B.) 


— 9 = 


Aus dieſen Gleichungen ergibt (id) 

Coſ x + Sin x. — 1 = 1 (C.) 

und бох Sin x. — 1 = e (D.) 

In den Gleichungen A und B fege man nx фан x, und 
die Gleichungen C und D erhebe man auf die nte Potenz. 
Man erhält hierdurch 

Sin ur enx · =1 qup =1 
2. —1 
eux 1 ＋ e-ax-y^— 1 
2 
enx· - 1 (Coſ x + Sin x. 1) 
en .- (Coſ x Sin x. — 1)" 
Alſo iſt 
(Coſ x + Sin x. V^ — 1)" — (Cof Sin x. — 1)" 


Coſ nx = 


Sin nx = ae 
PENET (Cof tina IP (Ef x — Sin x. 10 


oder, wenn man anſtatt x, A ſetzt, 
(CofA Sin. — Un — (Cof А Sin A. —ı)" 
0^—4A 
2. Coſ nA = (GofA-I-GinA.1^—41)^ + (Cof A Sin A.y’—ı)" 
Diefe Ausdrücke leiten, da n jede beliebige Zahl beden- 
tet, auf eine Verallgemeinerung der Aufgabe $. 96. 
$ 100. Aufg. Man foll einen Kreisbogen 
durch feine Tangente aus drücken. 
Aufl. Aus den beiden Gleichungen C und D (S. 99.) 
erhält man, wenn man die Logarithmen nimmt, 
x. —1 = lg (Coſ x + Sin x. 1 — 1) 
х. 1 = lg (Coſx Sin x. D 
Alſo iſt auch 
2x.y^—1 == 16060 x Sin x. 1 — -g Coſx— Sin x. 1) 
oder 


2. Sin nA == 


Cof x + Sin x. — 1 
EE р кы EE SE 


' 


— 


Sin x 
Sg TO 
Sin x 
1 — Cs tes 
14 Tax. 


1 ا 
Es fey Сох. 1 12 v, fo ift‏ 
y. tee RÄ,‏ 
iet‏ 


oder, wenn man 18 1 — entwickelt, 


E Е 3 ZE ps. | бв s. 670 

Hieraus erhält man, id ái v fein Werth geſetzt wird, 

охар —1— DER А er 3 
Tg x=. s] 


Durch die Diviſion dieſer Gleichung auf beiden Seiten 
durch 2.1 — 1 bekommt man 
ed тазаа ET 
$. 101. Diefe "s gefundene Formel läßt (id) anwen⸗ 
den, das Verhältniß des Kreishalbmeſſers zum Halbkreiſe auf 
eine leichte Art zu berechnen. | 
Für ben Halbmeſſer = 1 ift Sin 309 = 
alfo Coſ 30° = р (1— 2) = S, und $9300 = —- 
Folglich Bogen von 309 == 


1 CCC 
v3 3.3.73 | 8.31.373 7.35.73 T °° 


TE T E — و‎ 

= l 3.3 15.31 ec 
Alſo Bogen von 1800 — 

E, [ NE UT PRU ] 

173 UL 3.3 - 5.32 7.35 T ° 


x= Tg x — 


— 82 = 


1 1 4 
== py 12 de 5.32 i3] 


Ret CUN ы 0S! 
== 3,161101615138 . . [1 33 5S8 1*5 4€ .] 
== 3,11159265359 . . .. 


$. 102. Da für Halbmeſſer = 1 
Bogen von 1800 == 3, 14159265359 
fo it Bogen von 19 = 0,01745 329252 
1 = 0,00099088890.... 
1” == 0,00000484813 :.: . 
Hieraus kann man den Bogen für jede Anzahl von Oras 
den, Minuten ꝛc. in Theilen des Halbmeſſers finden. 
$. 103. Aufg. Einen Kreisbogen durch feinen 
Sinus auszudrücken. 
Aufl. Es fey Sin x = y und Tg x — t, fo ift 
= 7 Ster? 
1 1 1 1 
und x = us Ea — Pun A 


Durch Entwicklung vermittelt des binomiſchen Satzes ers 
hält man 


„ 656 J. Rs Mr: EA 
Та Еа tend Eh 
+ = +i + ү" mei 
St == — ir == 12 5 — 

1 


-t9 = = a 
+5 + 3 +... 


. 18 


ai ge 1.3 1.3.5.7 
= Уә ЕРИ Apt оаа. 
$. = Den Bogen einer trigonometriſchen Linie deute 
man dadurch an, daß man arc. (arcus) vor die Linie ſchreibe, 
j. B. den Bogen des Sinus y durch arc. Sin y. Nach Meter 
Bezeichnungsart iſt alſo ч 
ys 


arc. Sin y = N 2 3 EL 


§. 105. Aufg. Man e einen Kreisbogen 
durch feinen Coſinus ausdrücken. 

Aufl. Bedeutet n die halbe Kreisperipherie für den 
Halbmeſſer = 1, fo ift An — x der Bogen, zu welchem y als 
Coſinus gehört. Setzt man nun y = z, und zn — x = 


arc. Gof z, fo hat man, da = +p re ү, = 


it, für den Ausdruck eines Kreisbogens durch feinen Coſinus 


> 2 5. 
аго. @{ s A 2. ай Ja. Дун rara 


Ш. Entwicklung ungefonderter Funktionen. 


$. 106. In einer ungefonderten Funktion zwiſchen zwei 
veränderlichen Größen x und y, z. B. in der Funktion 
aus I bx*y Hey? ＋ dy Tex +f ==70 
kann man x andere und andere Werthe beilegen. So wie ſich 
der Werth von x aber ändert, ſo müſſen auch die Werthe von 
y Veränderungen erleiden. Die Größe y kann alſo als eine 
Funktion von x gedacht werden, und umgekehrt. 
$. 107. Iſt die ungeſonderte Funktion eine Gleichung 
vom zweiten Grad, z. B. 
y* + axy + bx? ＋ су dx + e — 0, 
fo kann man fie dadurch zu einer gefonderten machen, daß 
man ſie, die eine von den Größen * und y, z. B. y als die 


en 


gefuchte Größe betrachtend, als eine quadratiſche Gleichung auflöſet. 
Man erhält durch Auflöſung der als Beiſpiel gegebenen 
Gleichung z 
= = 3 Tiv [c? —4e J-(24c—44)x -4-(a2-—4b)x?] 
$. 108. Die Größe unter dem Wurzelzeichen läßt (id) 
mit Hülfe des polynomiſchen Lehrſatzes in eine Reihe verwan⸗ 
deln. Alſo kann man y durch x vermittelft einer Reihe dar⸗ 
ſtellen. Die Form dieſer Reihe iſt nach §. 63. 
А Р Вх +02? F 0х3 . 
$. 109. Man fann den Werth für y auch auf folgende 
Art in einer Reihe finden, die nad) den Potenzen von x forte 
ſchreitet. 
Man ſetze 
у = A + Bx + Cx? + Dx3 p... 
und ſubſtituire den für y angenommenen Werth in die Gleichung 
y? + аху + bx? + cy + dx + e — 0. 
Hierdurch erhält man 
y? | jA?+2ABxt@AC+B?)x?+@AD+2BC)x+... (I.) 


N 


+ axy + aÀx + aBx2—+ аСх3+-,..(П.) 
+ bx? + NCC E 

+ cy = сА--сВх + eCx2 D (III.) 
+ dx ＋ dx B | 

+e e 


Alles, was auf ber rechten Seite Meier Gleichung in ei- 
nerlei Potenz von x multiplicirt ift, macht zuſammen Einen 
Eoefficienten aus. Man kann das, was auf der rechten Seite 
ſteht, kürzer auch ſo ſchreiben : 

A? + оАВ}х-Е(20АСЄ-ЕВ?)ух# + (Ар + 9BC)|x? +... 


aA фав! aC 
+ b 
cA + cD + cC|+ cD 
44 | 


+e 


Die Reihe, welche man hier hat, muß, ba fie bet gege— 
benen Funktion gleich fen foll, = o ſeyn. Auch muß, da 
fie für jeden Werth von x, == 0 fen foll, jeder Coefficient 
= 0 ſeyn. Mfo ift 


1) A? E eA + é = о; folglich A = — +i e le) 


Gi j : A. D 
2) ЗАВ аА cB + d == 0; alfo Pas j en 
B2LaB+b 
3) 2AC + B2-FaB--b--c€ == 0; alſo С -- SF/ t ) 
M. f. w. 
Da man D A = -i tf. (EC? — де) und 


9) А = — 10 (e- lie) bat, fo bekommt man zwei 
Reihen von Goefficienten. Jede derfelben gibt eine Reihe für 
y. Die Größe y muß aber auch zwei Werthe erhalten, da ſie 
eine Wurzel der gegebenen quadratiſchen Gleichung ift. 

$. 110. Auf ähnliche Art läßt fid) auch in ſolchen unge- 
ſonderten Funktionen zwiſchen zwei veränderlichen Größen, 
welche als Gleichungen vom dritten, vierten und von höhern 
Graden betrachtet werden können, die eine veränderliche Größe 
y durch Reihen ausdrücken, welche nach den Potenzen von * 
fortſchreiten. Die Schwierigkeit hierbei beſteht in der Beſtim⸗ 
mung der Geſtalt der für y anzunehmenden Reihe. 

$. 111. Man kann die Reihen, welche y durch x geben 
ſollen, allgemein durch Axm j BX Hd L Cx"? +... 
darſtellen. Für ſteigende Reihen iſt d bejaht; für fallende, 
verneint. Bei Reihen, in welchen die Exponenten von x nicht 
nach einer arithmetiſchen Reihe fortſchreiten, kann man ſich 
dieſe Exponenten doch als Glieder einer arithmetiſchen Reihe, 
in welcher aber Glieder fehlen, vorſtellen. In dem letztern 
Falle find Goefficienten der für y angenommenen Reihe Null. 

§. 112. Denkt man ſich die Glieder der zwiſchen x und 
y gegebenen Gleichung, die kein y enthalten, mit уо multi» 
plieirt und fegt die für y angenommene Reihe in dieſe Glei⸗ 
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chung, fo entſteht aus jedem Gliede der letztern eine Reihe, 
eine Particularreihe. 

$. 113. Alle Particularreihen müſſen, wenn die Coeff- 
cienten der für y geſetzten Reihe follen beſtimmt werden kön⸗ 
nen, zuſammen eine einzige Reihe, eine Totalreihe, geben. Dieſe 
muß, da ſie der gegebenen Gleichung, die auf Null gebracht 
ift, gleich ſeyn (oll, — 0 ſeyn. Da ferner die Totalreihe für 
jeden Werth des x zu Null werden ſoll, ſo müſſen alle Coef⸗ 
ficienten derſelben == 0 ſeyn. Beiſpiel $. 109. 

$. 114. Nach $. 67. ift 
y?! = (Axm + Bxm+d + Cxmt2d -+ Dxm+34 Fa wé 

= 9[xmn 4 Bymn+d LG @хтп-4-24 + Dymnt3d ies 


und 9 = A 
n 
ee sa 
e (n — 1) BB + 9nC3f 
ee 3 
D — Y 1) C% A DH 
38 


Es folgt 1 n š f 

Erſtens. Erhebt man die Reihe Ax" +4 Bxmta 
＋ Cx d E., in welcher die Exponenten von x in der 
arithmetiſchen Reihe m, mtd, m 2d, .. fortſchreiten, 
auf eine beliebige Potenz n, fo erhält man eine Reihe, in 
welcher die Exponenten von x in der arithmetiſchen Reihe mn, 
тп + 4, mn A 2d, . ., fortgehen. Die letztere arithmetiſche 
Reihe hat mit der erſtern einerlei Namen. 

Für ynxp bekommt man die Reihe 

S[xmntp + хтп+р+а + (Sx mn-p4-2d + den in 

Hier ſchreiten die Exponenten von x in einer arithmeti⸗ 
ſchen Reihe fort, deren Unterſchied ebenfalls d ift. 

Jedes Glied einer ungeſonderten Funktion verwandelt ſich, 
wenn man die für y angenommene Reihe ſetzt, in eine Reihe, 


in welcher die Exponenten von x in einer arithmetiſchen Reihe 
vom Unterſchied d fortſchreiten. 

Zweitens. Wenn der erſte Exponent von x einer Par⸗ 
ticularreihe einem Exponenten von x einer andern gleich ift, 
ſo ſind auch die dem gleichen Exponenten nachfolgenden ri 
nenten in beiden Reihen gleich. : 

Drittens. Heißt man in den Reihen 

Axm I- Bxm+d 4 Cxm Hd . 
und Axmn + хта NE &xmat2d 3E 
die Coefficienten A und A die erſten und alle andern for 
gende, fo kann man fagen, daß der rte folgende Coefficient 
der erſten Reihe, nach Erhebung derſelben auf die nte Potenz, 
das erſtemal und zwar auf der erſten Potenz in dem rten folgen 
den Goefficienten der zweiten Reihe vorkommt. 
Daſſelbe gilt von der Reihe für ymsir: 
Ex. Setzt man in der ungeſonderten Funktion 
уз + ax3y + by? ＋ ey + dx + e = 0 
für y bit Reihe Axm + кый жашкы „ (o erhält 
man für 
y3 % As + 349Bx3mtd-(3A2C+3ABYxImr2d ,, I. 


+ах?уф ^ laAxmt2--aBxmt2td-LaCxmt2t2d.L,,, II. 
+ by? 7 JbA2x?n-L-9bABx?n-H. L (əb AC--bB222m+4-94_1_, III. 
＋ cy 07 Ax n E-CBxM Hd ECCXM Ad-... IV. 
+ dx dxi--d, O. xtd, O. XI Ad- . V. 
He exo He. OXO Hd Le, O. X 2d : b 


$. 115. Zur Vereinigung aller Particularreihen zu einer 
Totalreihe iſt erforderlich, daß die Exponenten von x jeder 
Particularreihe unter den Exponenten von x jeder der übrigen 
Particularreihen Exponenten von x antreffen, die ihnen gleich 
find. Denn die Totalreihe, fo wie jeder ihrer Coefficiehten, 
muß == 0 ſeyn ($. 113). Nimmt man nun an, die Exponen⸗ 
ten von x einer Particularreihe treffen nicht mit den Exponen⸗ 
ten von »der übrigen Particularreihen zuſammen, ſo müſſen 
die Coefficienten (ider Particularreihe, fo wie die ganze Warz 


— 58 — 


ticularreihe, für ſich == 0 ſeyn. Das zu ſolcher articular; 
reihe gehörige Glied der gegebenen Gleichung müßte alſo feh⸗ 
len. Nimmt man ferner an, daß zwar die Exponenten 
von x einer Partieularreihe unter den Exponenten von x 
einer oder mehrerer andern Partieularreihen ſolche antreffen, 
die ihnen gleich ſind, daß dies aber nicht in Abſicht auf alle 
Particularreihen der Fall fey, fo werden einige Partieular⸗ 
reihen für fid) o, Alſo müßten die zu Sieten Particulars 
reihen gehörigen Glieder der gegebenen Gleichung für ſich — 0 
ſeyn, da ſich dieſelben doch nur in Verbindung mit allen übri⸗ 
gen Gliedern der gegebenen Gleichung aufheben ſollen. 

Ex. Den Forderungen dieſes $, wird bei dem Ex. $. 114. 
Genüge geleiſtet, wenn man m = 0 und d = ſetzt. Durch 
dieſe Werthe des m und d erhält man nämlich 


Аз +. 3A 2BX ＋ SAE] 2222 121 
Азан | 
( аАх? R II. 
bA? --9bABx ＋ 9bAC | x? + III. 
+ bB? am 
CA- cBx + cOx? +... IV. 
dx ＋d. O. x2 +... VA 
e + е.0.х,-Ее.0.х? + ONS WI. үа 


S. 116. Die Particularreihen, deren erſte Glieder das 
erſte Glied der Totalreihe bilden, heißen Anfangsreihen. 
Solche Reihen find im vorigen Er. die Reihen I. III. IV. VI. 

§. 117. Die erſten Glieder der Particularreihen, die 
nicht Anfangsreihen find, der Nichtanfangsreihen, treten 
in der Totalreihe fodter ein, als die erſten Glieder der Anz 
fangsreihen. Nichtanfangsreihen find: die Reihen II. V. 

§. 118. Alle Exponenten von * der Anfangsreihen ſind 
der Ordnung nach einander gleich. 

FS. 119. Der erſte Exponent von x jeder Nichtanfangs⸗ 
reihe muß irgend einem Exponenten von x der Anfangsreihen 
gleich ſeyn, da denn auch die auf dieſe gleichen Exponenten 


folgenden Exponenten von x in beiden Arten von Reihen der 
Ordnung nach einander gleich ſind. 

$. 120. Das erſte Glied einer Particularreihe kann nicht 
allein das erſte Glied der Totalreihe bilden, da entweder 
die Gleichnullſetzung des Eneffieienten eines ſolchen Gliedes gar 
nicht Gott finden kann, oder fid) Nichts aus dem Coefftcienten 
eines ſolchen Gliedes, wenn man ihn — ſetzt, beſtimmen 
läßt. In dem Ex. $ 114. z. B. kann der Reihe V. erſtes 
Glied nicht allein das erſte Glied der Totalreihe ſeyn; denn 
ſonſt müßte man d = 0 feben, da doch d jede beliebige Bes 
ſtimmte Größe bedeuten ſoll. Der Reihe I. in dem angeführ⸗ 
ten Ex. erſtes Glied kann nicht allein das erſte Glied der 
Totalreihe ſeyn, da Аз — 0 den Coefficienten A, d. i. den 
erſten Coefftcienten der für y enden Reihe, en 
läßt. 

$. 121. Zur Bildung des erſten Gliedes einer Totalreihe 
iſt, außer dem erſten Gliede einer Particularreihe, wenigſtens 
noch das erſte Glied einer andern Particularreihe nothwendig. 

$. 122. Setzt man alſo in eine ungeſonderte Funktion 
zwiſchen x und y, z. B. in die als Exempel gegebene Funk⸗ 
tion ($. 114.) Datt y die Reihe Ах» Вх Cxmt23-L.,,,, 
fo müſſen unter den Exponenten von „ der erften Glieder der 
entſtehenden Particularreihen, alſo in dem gegebenen Beiſpiel 
unter den Exponenten zm, m 2, 9m, m, 1, 0, wenigſtens 
zwei einander gleich ſeyn. 

§. 123. Setzt man zwei ſolcher бейишин einander 
gleich, (o läßt fid) der Werth von m beſtimmen. Aus dem 
Werthe von m ergeben. (id) die noch nicht bekannten Exponen⸗ 
ten von x ber erſten Glieder der Particularreihen. an. fete 
z. B. in dem gegebenen Exempel 3m = 0, fo i(t m = 0. 
Hierdurch erhält man für 


= 68 =. 


y: Аз + 3A°Bx + BACH ЗАВ*)хз4 . I. 
+e] aAx? aB THL T аСх?+аа L — II. 
Zich | Е (ЉАС -- bB2)24.E. II, 
erf MA сВхӣ 4 Cx d ,,. IV. 
＋ dx det E d. O. X Td d. O. XA Eu, V. 
+e e e. O. Xd e. O. xd VI. 


Man ſieht, daß hier die Reihen I. III. IV. VI. Anfangs⸗ 
reihen werden und daß ihre erſten ve nn das erſte 
Glied der Totalreihe bilden. 

Setzt man * Ee, ſo wrd m = 4 und man fin⸗ 
det für 


"rä (A3x3--3A2Bx3Td-L (3A2C+3AB 2)3t2dL,, L'EE 
Фах?у aAx3--aBx5td--aCx**2d.L,,, IE. 
"rk ` BAr a bA BXH НАС Вуз али 
+ cy = ON едут еВхі+а а сСха+за4, Ne VM 
＋ dx dx1-Ed.i9 ;xTtd--d OSE. Y: 
а ; ex O. O. XO d-. O. XO d-. VI. 


Hier werden die Reihen I. und II. zu Anfangsreihen und 
lhre erſten Glieder geben zuſammen das erſte Glied сай === 
reihe: 

$. 194. Alle Glieder, deren Exponenten von x Бн 
gen Exponenten gleich werden, welche man gleich geſetzt hat, 
bilden mit den Gliedern, deren Exponenten von x gleich geſetzt 
worden find, zuſammen das erſte Glied der Totalreihe. 
$. 125. Daß die Exponenten von » der erſten Glieder 
der Nichtanfangsreihen unter den Exponenten von x der An⸗ 
fangsreihen ſolche antreffen, die ihnen gleich find ($. 119.), 
das hangt von der Beſtimmung des Unterſchieds d ab. 2 
F. 126. Die Vorſchrift, nach welcher der Unterſchied d 
beſtimmt werden kann, ergibt ſich aus den bisherigen Erörte⸗ 
rungen. Man gebe dem d einen ſolchen Werth, daß der Ers 
ponent von x des erſten Gliedes in den Anfangsreihen, fo wie 
die Exponenten von x der erſten Glieder der Nichtanfangs- 
reihen Glieder in einer und derſelben arithmetiſchen Reihe werden. 
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Ex. 1. Wenn man in dem Ex. ($. 114.) 3m = 0, alfo 
auch m = 0 fekt, fo wird der Exponent von x des erſten 
Gliedes der Anfangsreihen 05 die Exponenten von x der erſten 
Glieder der Nichtanfangsreihen werden 1, 2. (§. 123.) Hier 
ift der Unterſchied der arithmetiſchen Reihe, in welcher 0, 1,2 
als Glieder liegen, 1; alſo d — 1. Für m = 0 und d = 1 
findet man das Ex. $. 115. Die Geſtalt der für y any 
nehmenden Reihe ift A + Bx + Сх? + Drt... 

Ex. 2. Setzt man in dem Ex. (6. 114.) 3m = mA 2, 
alſo m = 4, fo erhält man 

Exponent von x des erſten [Exponenten von x der er 
Gliedes der Anfangsreihen: | ften Glieder der Nichtan⸗ 
3 fangsreihen: 2, 1, 0. 

Der Unterſchied der arithmetiſchen Reihe, in welcher 3, 
2, 1, 0 als Glieder in der Ordnung, wie dieſe Zahlen hier 
auf einander folgen, liegen, ift — 1; alſo iſt hier d = — 1. 
Folglich ift hier y = Ах +B -+ CI Dx-4-... Die 
Totalreihe, die fid) für diefe Geftalt der für y zu ſetzenden 
Reihe ergibt, wird gefunden, wenn man im Ex. 2. ($. 123.) 
d — — 1 fest. Sie ift 

A3x3 + 3A?Bx? ＋ (3А?С + 3AB2) X 


aA -+aB + aG +... 
bA2 +°.b.AB +... 
cA +... 
di 
+e 


$. 197. Die Reihe, die man für y findet, kann ſteigend 
oder fallend ſeyn. Sie iſt ſteigend, wenn jeder von den Expo⸗ 
nenten von x der erſten Glieder der Nichtanfangsreihen gröſ— 
fer, und fallend, wenn jeder von dieſen Exponenten von x 
kleiner ift, als der Exponent von x des erſten Gliedes der 
Anfangsreihen. 

5. 128. Es ift für fid) klar, daß von den erwähnten Gr 
ponenten nicht einige größer und andere kleiner ſeyn dürfen, 


als der Exponent von x des erſten Gliedes der Totalreihe. 
Sollten alfo bei Setzung des für m gefundenen Werthes ci 
nige von denſelben größer und andere kleiner werden, ſo kön⸗ 
nen die Glieder, deren Exponent von x man gleich geſetzt hat, 
nicht zuſammen Theile des erſten Gliedes der Totalreihe werden. 
Setzt man z. B. in ($. 114.) m 2 = 2m, fo wird 
m = 9, und man erhält 
Exponent von x des erſten [Exponenten von x der er- 
Gliedes der Anfangsreihen: | ften Glieder der Nichtan⸗ 
4 fangsreihen: 6, 2, 1, 0. 
Man darf alfo die Exponenten m+ 9 und 9m nicht ein- 
ander gleich ſetzen. 
§. 129. Wenn ſich die Reihe für y, die man ſucht, ſo 
ſchnell, als möglich, nähern foll, fo muß ber Unterſchied d fo 
groß, als möglich, angenommen werden. Denn man nehme 
aus der Reihe Axm + Bxmtd ＋ CX Ad... — y zwei auf ein⸗ 
ander folgende Glieder Axmtrd und SX m (r Hi) d, fp ift, mit 
Vernachläſſigung der Coefficienten R und 8, auf welche hier 


xm+rd 
nichts ankommt, re X —4, Iſt nun die Reihe für 


y ſteigend, alfo d bejaht, und x ein echter Bruch (S. 35.), 
fo ift x—3 oder =a eine Eins überſteigende Zahl, die deſto gröf- 
ſer iſt, je größer man d annimmt, d. h. in dieſem Falle iſt 
хт TE (G) d deſto unbeträchtlicher gegen хтїта, je größer d 
iſt. Iſt aber die Reihe für y fallend, alſo d verneint und x 
eine Eins überſteigende Zahl, fo wird x—4 zu xta, und dieſes 
х+4 ift deſto größer, je größer d ift, d. i. in dieſem Falle 
ift ebenfalls mt CFD A deſto unbeträchtlicher gegen xm+ra, je 
größer d ift. 

$. 130. Iſt m unb d und ſomit die Geftalt der für y 
anzunehmenden Reihe gehörig beſtimmt, fo lafen fid) die Co— 
efficienten A, B, C. . .. derſelben auf eine dem Verfahren 
(§. 109.) ähnliche Weiſe finden. Die Möglichkeit hiervon leuch⸗ 
tet aus folgenden Gründen ein. Im erſten Coefficienten der 
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Totalreihe kommt bloß A als unbekannte Größe vor. Da der 
erſte, wie jeder Coefficient der Totalreihe, — 0 ift, fo bat 
man eine Gleichung, aus welcher ſich A beſtimmen läßt. Nun 
kommt in allen Anfangsreihen der rte folgende Coefficient R 
zum erſtenmal und zwar auf der erſten Potenz im rten folgen⸗ 
den Gliede vor ($. 114.). Eben ſo erſcheint in einer Nichtan⸗ 
fangsreihe der rte folgende Coefficient R das erſtemal und 
zwar auf der erſten Potenz in dem rten folgenden Gliede. Eine 
Nichtanfangsreihe tritt aber ſpäter in der Totalreihe ein, als 
die Anfangsreihen. Alſo kann im zweiten Coefficienten der 
Totalreihe bloß B und dies B bloß auf der erſten Potenz als 
unbekannte Größe vorkommen; im dritten kann bloß C als uns 
bekannte Größe vorkommen und dieſes C bloß auf der erſten 
Potenz, u. f. w. Das A nämlich, das im zweiten Coefficienten eben⸗ 
falls vorkommen kann, iſt aus dem erſten ſchon beſtimmt. Das 
A und B, das ſich im dritten befinden kann, iſt ſchon be⸗ 
ſtimmt aus dem erſten und zweiten, u. f. w. Hierher gehörige Deis 
ſpiele ſind das Ex. $. 115. und das Ex. 2. $. 126. 
Exempel. Man ſoll das y der Funktion 
E а dr 
durch eine Reihe ausdrücken, die nach den Potenzen von x 
fortſchreitet. 
Es fey y = Axm- Bxm+dà 4. CX d . 
Alſo iſt 
y? = А3зх3т + 3A2BXZ md L (3A2C + 3AB2)x3mt?d Lt... 
а?у = aA + a2Bxm+d p a2 CX Pd LL... 


аху = aAxm'.LaBxmtrrd + aCxmtırd E... 
—x = — х3 4-0. х3+4 Lo, X 2d L... s 
—9а3= — 9а. х0 2. аЗ, 0. XO d ＋ aas. 0. XO 2d . 


Um nun erſtens eine ſteigende Reihe zu erhalten, ſetze 
k 5 == m, alſo m == 0. Man bekommt hierdurch 


Erponent von x des erften Exponenten von x ber er⸗ 
Gliedes der Anfangsreihen: | Gen Glieder der Nichtan⸗ 
0 fangsreihen: 1, 3. 


I S. 


Hieraus ergibt fich d = 1. G. 126.) 
Alſo iſt die Geſtalt der Reihe, durch welche y ausgedrückt 
werden foll, A Bx + Cx? ＋ Dx3 -,., 
Die Totalreihe iſt i 
Аз 4-3A?B | x J-3AB? |x?4- BS ISE. . N 
+3A°C | +bABC | 


+ 3A 
aah a Tac | aD Perk, 
＋ aA ＋ aB ＋ aC 
23 = 


Da nun jeder Coefficient der Totalreihe = 0 ift, fo hat 
man die Gleichungen: 

1) A? ＋ aA —9a3 — 0, wo, wie der Verſuch zeigt, 
A a ift. 

9) 3A?B + a2B + aA — 0, oder, wenn man den Werth 
fur A gebraucht, natB a? == 0, woraus (ijj p — — 7 


ergibt. HEY 
3) 3AB* ＋ ЗАС + a2G + aB. = 0, oder 


3 puma 730 ү. 
16 + Ца + G ца = 0. 
Hieraus findet man C =—фа 


Auf dieſelbe Art finder man Dı 43 


512. a? 
u. ſ. w. 
; Ei. dt 1 131 — 
Es ift alfo y = a at ы» rail +... 


Da die Gleichung A3 ＋ aA — 9a3 — 0 vom dritten 
Grade iſt, ſo hat ſie, außer a, noch zwei Wurzeln. Dieſe 
ſind aber unmöglich und werden daher nicht gebraucht. 

Soll zweitens eine fallende Reihe gefunden werden, ſo 
fege man 3m — 3, alfo m — 1. Man erhält hierdurch 

Exponent von x des erſten | Exponenten von x der ey 
Gliedes der Anfangsreihen: | fen Glieder der Nichtan⸗ 
3 fangsreihen: 2, 1, 0. 


fo ift d = — 1, und 
у = Ах | B+ Сх D 2 +... 
Ferner 
yš A3|x3 + 3A2B|x2+ 3AB?|x +B5 Jonk, 
+ 3А°С| +6ABC 


+3B?D 
а?у== + aA —a?A 7770. 
axy аА! 4# aB Lat 
— 9a3 — 2a 
— x3| —1 
Man findet hieraus ^ 
: 1 1 5 
pido: 3 а 5, р = ges, и. f w. 
Alſo iſt auch 


1 Т 17 
y = t3. E 03 УРИН 

$. 131. Um die Geftalt der für y anzunehmenden Reihe 
zu finden, braucht man nur das erſte Glied der Reihe Axm 
+ Bxmtd Cxm Hd -L,., Datt y in die gegebene ungeſon⸗ 
derte Funktion zu ſetzen. Hierdurch erhält man die erſten 
Glieder aller Particularreihen und die Exponenten von x ſol⸗ 
cher Glieder. Im Exempel ($. 130.) ſind dieſe Exponenten 
3m, m, m1, 3, 0. Zwei dieſer Exponenten gleich geſetzt, 
geben den Werth des m. Aus ihm erhält man denn weiter 
den Exponenten von x des erſten Gliedes der Anfangsreihen, 
fo wie die Exponenten von » der erſten Glieder der Nichtan⸗ 
fangsreihen. Aus dieſen Exponenten von x findet man endlich 
den Werth von 4. 

§. 132. Bisweilen kann, was ſich aber freilich erſt im 
Laufe der Rechnung entdeckt, der größte Werth, den die Regel 
($. 126.) für d anzunehmen verſtattet, nicht ſtatt finden. Als⸗ 
dann muß man einen kleinern, der angeführten Regel gemäß, 
annehmen. 

Ex. Man ſoll das y der Gleichung 

y^x — y?x5 ＋ x5y — y? ＋ ax?y + axy — ux? == 0 
5 


durch eine Reihe, die nach den Potenzen von x fortſchreitet, 
ausdrücken. 

Die Exponenten, die hier zur Beſtimmung des m in Ve- 
trachtung zu ziehen find, find am g 1, 9m 4-3, m 3, от, 
т +9, m +, 2. 

Setzt man nun 2m = 9, alfo m = 1, fo werden diefe 
Erponenten zu 
5,5, , 2% ЛЭ, 9. 

Sie müffet in ber Ordnung 9, 3, 4, 5 Glieder einer 
arithmetiſchen Reihe ſeyn. Nach $. 126. ift alfo verſtattet, 
d == 1 zu ſetzen. 

Alſo kann man ſetzen 

y = Ax + Bx? + Схз ＋ Dx^ + SEN 

Setzt man diefe Reihe für y in die gegebene Gleichung, 

ſo erhält man die Totalreihe 


ЦА x- AB EAG jx*--4D Ж S; 
— A2 |. —9AB| . — (3AC*B?)| —2(AD+BC) 
— 4. | aA ag +аС axi 
+A +B ; 
d | 


Man bat alfo 
1) ДА — A? — 4 = 0, woraus man А = 2 erhält. 
2) 4B —2AB-4-aA = O, oder 4B—4B-L-2a—0, oder 9a = 0. 

Die Größe 2a ift aber nicht Null. 

Die für y gefe&te Reihe kann alfo nicht Statt finden. 
Man fege d = +, alfo 

у = Ax + Bx? + Cx! + Dx! + ,... 
Hierdurch erhalt man als Totalreihe 


дА. Jett |x+4C x3--4D lE. de йн 
— A? |.—2AB|. —(2AC4B:)| —9(AD*BC) = o. 
эл ah Ja 


1) Aus ЦА — A? — 4 = 0 erhält man A = 2. Gub- 
ſtituirt man dieſen Werth für A in 


9) 4B — 2AB = 0, fo bekommt man aB - AB = 0, 
oder (4—4)B = 0. Hieraus läßt fid) der Werth des B 
nicht beſtimmen. Man ſetze den Werth für A in die Gleichung 

3) 4С —9AC — B? ＋ аА = 0. Hierdurch erhält man 
46 — 40 — B? + да == 0. Mfo ift В == a. Setzt 
man für A feinen Werth 2, und für B den Werth + 12a 
in die Gleichung 

4) 4D—9AD—29BC + aB = 0, fo bekommt man 4D—4D 
— 22a. Ca. уда = 0, und C == ia. Setzt man 
den Werth — aa für B, fo erhält man aus 4D — 2A 
— 230 +aB = o die Gleichung 4D — 4D + sy aa. С 
a. 2a = 0. Aus ihr ergibt fid) C = Ha u. f. w. 

Man findet alſo 2 

1) у = 9х + p ax? + зах? +... 
9) y = 9x — (ах? ＋ ax -- 


IV. Umkehrung der Reihen. 


$. 133. Aufg. Die Größe y fey durch eine nach 
den Potenzen von x fortſchreitende Reihe ausge⸗ 
drückt; man foll x durch eine Reihe aus drücken, 
die nach den Potenzen von y fortgebt, d. h., man 
ſoll die gegebene Reihe umkehren. 

Aufl. Es fey y = ax + bx? + ex? E 

Aus dieſer Gleichung folgt 

y— ax — bx? — cx? —; . = 0 (Ob 

Die Aufgabe kann nun gelöſt werden nad) ben ($. 131.) 
gegebenen Vorſchriften. Man muß aber bedenken, daß das, 
was in (Š. 131.) y, hier x, und was dort x, hier y wë 

Man МР es fey 

== Aym ＋ Bym+d L Cymt2d + ,, 
gutt man die Reihe für x in die Gleichung O, fe 


erhält man zu Exponenten der Potenzen von y der erſten Glie— 
der der Particularreihen: 1, m, от, 3m, ,,, 
Man ſetze m = 1. Hierdurch bekommt man 
Exponent von y des erſten [Exponenten von y der erz 
Gliedes der Anfangsreihen: | ften Glieder der Nichtan— 
1 fangsreihen: 2, 3, a5 
Es ift alfo d — 1 und 
x = Ау + By? + Суз +... 
Man erhält alſo 


y 1 47 
— ax — aA — aBly:—aC yz 
—bx? — bA? — 9bAB 
— ex? — CA? = 0. 

Nun iſt : 

1) 1 — аА = 0, alfo A = 1 

1 b 
1 b 1. 9b? с 

3) Rakh, 0.2 = 0, atfo C = En — al 
u. f. w. 

Alſo iſt 


1 b š 9b? e 
m зе * A. 
x =Y + e SI: BE 


$. 134. Man darf bei der vorhergehenden Aufgabe nicht 
een m = 92m, oder = Im, u. f. w. Denn die ſe Voraus⸗ 
ſetzung gibt m = 0, d = 1, und x= A+ By+ Су? +... 
Setzt man nun diefe Reihe für x in die Gleichung O, fo erz 
hält man eine Totalreihe, deren erſter Coefficient = 0 ge 
ſetzt, eine Gleichung von unzählig vielen Abmeſſungen gibt, 
aus welcher A nicht beſtimmt werden kann. Auch darf man 
wegen $. 128. nicht ſetzen 1 = 2m, oder = 3m, u. f. w. 


$. 135. Aufg. Wenn y = aj bx ex? tdt... 
ift, die Reihe umzukehren. 

Aufl. Es fey у—а = z = Ьх | сх? dx? .. , 

Nun drücke man x zuerſt durch 2 aus und (еве dann ſtatt 
2 feinen Werth y — a. 


V. Von der Reihe, die man erhaͤlt, wenn 
man in einer Funktion von Einer veränder⸗ 
lichen Größe x, x+k {фа x fegt 


$. 136. Eine Funktion von x werde überhaupt durch 
f (x) oder F (x) oder Фф (x) ausgedrückt, wo f, F, Фф kein 
Faktor, ſondern das Funktionszeichen iſt. Was herauskommt, 
wenn man in die Funktion von x ſtatt x, x E B fegt, werde 
bezeichnet durch k (x 0 u. f. w. 

$. 137. Lehrſ. Jede algebraiſche Funktion 
von x läßt fib, wenn man in ihr fatt x, XK 
fet, durch eine Reihe von ber Form f Сх) + pk 
+ qe Ir A.. „ wo f G) die gegebene oder ute 
ſprüngliche Funktion iſt und p, ҷу гу... von k un 
abhängige, d. i. durch k nicht beſtimmte Funktionen 
von x ſind, ausdrücken. 

Bew. I. Es fey f(x) = Axa + Bx + Сх 4-..., 
wo a, b, c,... beliebige beſtimmte Größen bedeuten. 

Setzt man x + K фай x, fo erhält man 
KTD = А (х + 0% 4- В (х РЬ ＋ C (x 4-l9e + . . 

Jedes Glied des letztern Ausdrucks läßt fid) nach dem bie 
nomiſchen Lehrſatze in eine Reihe verwandeln. Man erhält 
hierdurch 


— 70 — 


АЕ + k)* = Ax* + aAxa—i|k + و0‎ I. 


B (x + k)b = Bxb + bBxb-1 Ec 2 


€ (x he — Схе A. cCxe-1 доа d 


Die erſte verticale: Columne auf der rechten Seite dieſer 
Gleichung ift () oder die gegebene Funktion. Die Potenzen 
von k folgen auf einander gemäß der im Lehrſatze aufgeftell- 
ten Form, und ihre Coefficienten find von k unabhängige Funt- 
tionen von x. Alſo gilt der behauptete Satz für f(x) = 
Axa -+ Bx L Cxe + Í 

II. Es fey f (x) = (Axe Bxb + Get, An. 

Man ſetze x -]- ſtatt x; dann kann man annehmen, es (ey 

A (x + Na EGA OA e 

un a ern не 
wo u = Axa + Bxb L. Cxe--... ift, 

Alſo ift auch 

[A (x +0) + B (x + bb € (x + E Да == 

[u -H pk 4- qk? + rk +... 

Der Ausdruck [u ＋ pk ＋ qk? ＋- vk? + ,. Ip gibt aber, 
nach dem polynomiſchen Lehrſatze entwickelt, eine Reihe von 
der Form 

un + Pk 4- Qk? ＋ REA TT 
wo P, Q, R,. .. Funktionen bloß von x find. 
Alſo ift, wenn man in f (x) = 
[Axa ＋ Bxb ＋ Охе . . In ſtatt x, x k fegt, 
f(x 4-1) = f(x) J- Pk + Qk? ＋ RE 4- ... 

IH. Es fey 
£ o) = x“ + x” ++... Ja 

[Axa ＋ Bxb + Cxe . . In 
= [1х:--9х24- 66х24. . Im. [Axe-4- Bx J-Cxc--,,.]7^ 


— ^ == 


Bringt man nun A k fiatt x in die Funktion, fo kann 
man nach dem eben Bewieſenen ſetzen 
[3 (x + 0% + % (x Р) cod ors 
š: um p PKH O 
un 


ГА (x +k) + B (x ＋ 10 + н py? = 
yn 4- Pk 4- QUI 4. 
wo un = [Axt Bx Cx" . de, 
v— == [Аха 4- Bxb = Ces = I, { i 
und P., O, 5 Р"; QO. ко bloß von x find. 
Alſo iſt 
f (x + k) ==, umv*n "t Den 
+ P'um | 


k 4: echt +... 
+ PP! 


+ ger 


(Ax. + B. CX + u 
(Аха + Вх A Ске + Ji 
Alſo kann man (eben 
f(x-- k) = #05) Pk + Qk? 
IV. Es ſey f(x) eine Größe, die eine voti de Funk⸗ 
tion unter dem Wurzelzeichen enthält, z. B. 
۴) = Ах 1 Ac + bx + ex?) 
ss Ask (a+ bx + ex?) 
fo läßt fib, wenn man x+ k ſtatt x ſetzt, ab (x+) 
+ c (x + à)? darftellen durch w a pk + ql, 
alſo [a I b (x -- 39 + e (x + DYE durch 
[w ＋ pk + qk2];, 
wo W = a bx +- ex? ift. 
Die Größe [w + pk + qk*f gibt aber, nach dem polye 
nomiſchen Lehrſatze entwickelt, eine Reihe von der Form 
Ws + pk+qk?+. 
Man bekommt alſo aus der Funktion 


f(x) = Ах WV ^a + bx + cx?), 


Nun iſt 


um vn = 


— 722 — 


wenn man x- ſtatt x fegt, 
f (x + 0) = | Ax + Ak 
wa pk ＋ q T 
= f(x) Pk CE 
$. 138. Bedeutet e die Baſis des natürlichen Logarith⸗ 
menſyſtems, ſo iſt 2 
x2 x3 x4 
ех = 4.4.2 BE 23 daga st 
Die Reihe auf der linken Seite dieſer Gleichung beſteht 
aus lauter algebraiſchen Größen. Sie läßt ſich alſo, wenn 
fih x in x + К verwandelt, durch eine Reihe von der Form 
# (х) 4- ph P qk?-- r . „ 
wo f(x) die Größe ex oder die ihr gleiche Reihe und p, q, 
r,.... Funktionen von x bedeuten, ausdrücken, d. h.: vere 
wandelt ſich in der exponentialen Größe en, deren Gleichungs⸗ 
reihe eine Zahl durch ihren Logarithmen gibt, x in x k, fo 
läßt fid) die Größe ext allemal durch eine Reihe von der anz 
geführten Form darſtellen. 
Daſſelbe gilt auch für die Reihen 
2 W КЫ 2 + (1g nat ‚к; (lg nat SR. qe 
1 19 1:95 
1 I dg nat y)? , (16 naty)? 
und y = 4 4- 8 "ars Feng rg 5 
Setzt man sinit in letzterer е ex, fo wird lg nat y x, 
únd man erhält bie pu 
xš 


Beitritt ne 


@8 gilt endlich ai iv die Reihe 
x x? x3 
riese neen 2.3.0 %% 
$. 139. Nach S. 81. ift, wenn M den Modulus eines 
logarithmiſchen Syſtems bedeutet, 
e РҮ 2M x—41 =, алд 
ur 2 = (е + 


ass 


à 


== “> — 


Für die Ingarithmifche Größe Ig x gilt alfo auch, wenn 
fid) x in x + verändert, der Satz G. 1372. , 


каш. Da Ginx = х раз Ts 
x? x4 
€ =s тыу 29 = — ́ 22 
und Sf = 1—ү + 1.2.3.14 


ift, fo gilt der Satz ($. 137.) auch für Sin x und Сох. 
Man ſieht wohl, daß er auch 


x9.— x5 


11 1 na todas Erasms Ci 
x = — == x x 
Coſ x re 
Í pec ITA 


gilt, da fid) Tg x durch eine Reihe ausdrücken läßt, deren Glie⸗ 
der algebraiſche Größen ſind. 

Er gilt überhaupt für jede durch ihren Bogen ausgedrückte 
trigonometriſche Größe. 

S. 141. Nach $. 104. hat man für Sin x = y 


T 3:5 3.5.y7 3.5.7.9 
[at T 24,04 24.608.989 T 
Nach $. SEN ift 
3 5 7 
йк Kane ne: ва Сог 


2.3 2.4.5 9.46.7 
und in $. 100., wenn en Tgr = t ſetzt, 
arc. хро + 5 — + 
Der Gap ($. 137.) ain auch für are. Sin y, arc. Coſ z, 
arc. Tg t, fo wie für jede Funktion, die einen Kreisbogen durch 
eine trigonometriſche Linie gibt. 


Zweiter Abſchnitt. 


Die Differentialrechnung. 


Erſtes Kapitel. 


Grundlehren der Different ialrechnung überhaupt 
unb Differentiation der algebraiſchen Funktionen 
von einer veränderlichen Größe insbeſondere. 


$. 142. Ферт. Es ift aus dem Vorhergehen⸗ 
den bekannt, daß, wenn ſich in der Funktion f(x) 
das x in K verwandelt, man ſetzen kann KX 
f(x)-F Bk + Ck?+ DIG EEA #1. . (O) Die Coeffi⸗ 
cienten B, C, D, B, .. bedeuten von k unab⸗ 
hängige Funktionen von x. Es läßt (id) zeigen, 
daß, wenn man B aus f (x) zu beſtimmen weiß, 
man durch ein ähnliches Verfahren C aus B, D 
aus C, E aus D u, f. w. herleiten kann. 1 

Bew. In der Funktion © verwandle fi) x in X 1, 
wo 1 von x und k ganz unabhängig iſt, und jeden beliebigen 
Werth erhalten kann. Dadurch wird: 
(XI) zu [f(x + k+ 1 


f(x) #(ху- Bl L CI 4- DE ＋ EM +... 
B B ＋ B 4- BI BB+ Bep... 
G G CIT CBF Gi... 
D D+ DI +D? E SE SECH 


di Stan mm в", в". IR o c", , 
D p". . bedeuten Funktionen” von x, die nichts von 
1 GE 


Die hier gefundenen Werthe bringe man in die Gleichung 
O. Man erhält hierdurch, wenn man nach 1 ordnet, 
f(x + KTD =f@Gə)+B |+ C AED ps... 
+ Bk +Bk| + B'k + B 
+ Ch? ECK ICH ＋ С (A. 
-FDE3ED'h3| + рз % 


* D 


Man kann ſich aber auch vorfellen, in f(x) verwandle 
fid) x in x+k-+1 Dadurch bekommt man. 
РО) =f E) PB OH) FC (К)? Ер (k4-03 +. 
== | f(X) 
+Bk +B 1 
＋ Ch? 9Ck +c | 
Sy) 5 12 ed T^ 
Die Ausdrücke t. )- und S. ) find gleich, was für Werthe 
dem x, k, I auch beigelegr werden mögen. Man laffe aus 
beiden wie erſte verticale Columne weg, dividire nach dieſer 
Weglaſſung durch! und {еве nach der beige 1 = o, Ip er⸗ 
hält man 
B + B'k 4 Ск DK E.. В 9Gk+ DK? +... 
Alſo iſt 


B = B und В = В 
Em D 
В’ = 20 C T 
C == p p = — 
3 3 
D' = UE E = D 
It. 
Nun wird von f(x) das B 
von B das B' 
von C das C' 


von D das D 


dadurch => =з daß man in den Funktionen von x, f(x), 
B, C, D,... ſtatt x, x+ 1 fegt und bei den aus dieſer 
Setzung 1 ergebenden Entwicklungen jedesmal den Coefficien⸗ 
ten nimmt, der zu 1 von der erſten Potenz gehört. Wie alfo 
von f(x) das B abgeleitet wird, fo wird von B das В’, von 
C das C von D das D',... abgeleitet. 

Man fehe B = f(x) 

B: = f(x) 

am c — 209, 

Hier wird f(x) von f ge f“ (х) von FCO auf bie fo 
eben angegebene Art abgeleitet. Man feke in 4“) flatt x, 
x--1, und nehme aus der Entwicklung von f(x + D den 
Coefficienten, der zu! von der erſten Potenz gehört. Heißt 
dieſer Coefficient ““ (x), fo ift 

" SCH (^ (x) 
SA 
und alfo D — = 

Das D' ift der Coefficient, von Lauf der erſten Potenz, 
А š “(x + 1 
in der Entwicklung von 


Setzt man den Coefficienten, von 1 auf der erſten Potenz, 
in der Entwicklung, die fid) aus £^ (x LD ergibt, = f” Сх), 


ſo iſt 
pfo 
; 2 
und alfo E = 12 
u. f. w. 
Man hat alſo überſichtlich 
( ) = f(x) 
B f (x) 
1 
C О) 


1.9 


"t pn (x) 


UIS Mer 
wo jede von den Funktionen Fo), E, œ, f" Сх), 
f (Y,. .. aus ber nächſt vorhergehenden gefunden wird, wenn 
man in dieſer ſtatt x, x+ oder, was einerlei ift, ſtatt x, 
х | К fegt, und aus der Entwicklung, die fid) bei dieſer 
Setzung ergibt, den, zu! von der erſten Potenz gehörenden, 
Goefficienten nimmt. 
Man hat alſo, d man in 25 ſtatt x, x + k fegt, 
f e e f(x) pr (х) 
HAI 12 P CH ala . 
und ſieht, daß x nur in den befonderen Fällen wiſſen muß, 
wie f (х) von f(x) abgeleitet wird, um alle Glieder der 
Reihe für f (x + k) zu finden. 
Beiſpiel. Es fey f(x) = xm. Setzt man x + {ап 

x, fo erhält man für den Goefficienten, der, bei ftatt gefun⸗ 
dener Entwicklung, zu k von der erſten Potenz gehört, тахт—1, 
Man hat alſo 

f(x) = xm 

f (х). = mxm-1 

f" (x) = mem — 1)xm-2 

f^^ (х) = m(m— 1) (m- 2)xm-3 

(х) = m(m— 1) (n — 2) (m—3)xn^^ 


Alfo 
P AM — (El) = una. 
$. 143. Da 


f (x-]-h) = f (x)--f'(x)k +50) A SC Jh T 


= (B: o 


fo ift 
Me +... 


Die Reihe auf der rechten Seite dieſer Gleichung ift ber 
Unterſchied zwiſchen dem urſprünglichen Zuſtand der Funktion 
f(x) und demjenigen, in welchen fie tritt, wenn man in ihr 
x+k ſtatt x ſchreibt. Das erſte Glied Cl diefe Reihe, 
welches k von der erſten Abmeſſung enthält und nur ein Theil 
dieſes Unterſchiedes iſt, bezeichne man mit df(x), wo alſo d 
kein Faktor ift, und nenne es das Differential der urſprünglichen 
Funktion f(x). Man hat alſo 

; аё (х) = D — 

Die Größe k ift die Veränderung der Größe x, von 
welcher die Funktion f(x) abhangt. Nennt man die veränderte 
Größe x, x, fo ift x = x +k, und x'/—x = k. Hier 
ift alfo der Unterſchied zwiſchen der urſprünglichen und der 
veränderten Größe zugleich das Differential der urſprünglichen. 
Man muß alſo, um Gleichförmigkeit in der Bezeichnung zu haben, 
auch die Veränderung derjenigen Größe, von welcher eine 
Funktion abhangt, durch dieſe Größe mit vorgeſetztem d, z. B. 
die Veränderung der Größe x durch dx bezeichnen, wo alſo 
wieder d kein Faktor iſt. So hat man alſo 

df (x) = f' (x) dx. 

S- 144. Das Differential df (x) oder f(x)dx erhält 
man, wenn man in f(x) ftatt x, x+ dx ſetzt, alsdann 
f (x + dx) bis auf die erſte Potenz von dx entwickelt und von 
dem durch diefe Entwicklung Gefundenen £ Ce) abzieht. 

$. 145. Erkl. Eine Funktion differentiiren heißt ihr 
Differential ſuchen. 


$. 146. Aufg. Man foll ахо, wo a und n beſtändige 
Größen bedeuten, differentiiren. , 
Setzt man x + dx ſtatt x und entwickelt bis auf die erfte 
Potenz von dx, ſo erhält man 
ax" - anxh—-!dy E ,.. 


— ` — 


Subtrahirt man hiervon axr, ſo bekommt man 
d (axn) = anxn-1dx, 
$. 147. Für a = 1 ift d (хп) = nxn-idx, 
$. 148. Man findet alfo das Differential der 
Potenz einer veränderlichen Größe mit beſtän⸗ 
digem Exponenten, wenn man den Exponenten der 
Potenz mit der um einen Grad verminderten Po⸗ 
tenz und mit dem Differential der veränderlichen 
Größe multiplicirt. Hat die Potenz, deren Dif- 
ferential man ſucht, eine beſtändige Größe zum 
Coefficienten, fo erhält auch das Differentiaf 
dieſe beſtändige Größe zum Coeffieienten. 
§. 149. Von der Funktion 
Axa + Bxb ＋ Cxe + 
erhält man das Differential, wenn man das Differential von 
jedem einzelnen Gliede nimmt und die Differentiale der einzel⸗ 
nen Glieder addirt. Man hat hiernach 
d(Ax*--Bx - Cx*4... .)—2aAx*—1dx 4 Bxb-1dx EF cCxe-!dx-4- ... 
$. 150. Wenn (id) in 
f(x) + F (x) 
das x in x + dx verwandelt, fo erhält man 
fF CC) dx +... 
+ F (х) LF) dx 
Zieht man hiervon FŒ) + F (x) ab, fo bleibt übrig f(x) 
dx + F. () dx, welches das Differential von FH ift. 
Sind Funktionen von x vermittelft des Additions- oder 
Subtraktionszeichens mit einander verbunden, ſo erhält man 
ihr Differential, wenn man das Differential von jeder Funk⸗ 
tion nimmt und die erhaltenen Differentiale mit den Vorzeichen 
der Funktionen, aus welchen ſie entſprungen ſind, an einander 
reiht. 
$. 151. Setzt man in der Funktion а + bx 
ſtatt x, x + dx, ſo erhält man 
a ＋ bx + bdx, 


==. Ks ча 


und hieraus bekommt man, wenn man a + bx abzieht, 
d (ca + bx) = bax, 

Man ſieht hieraus, daß in einer Funktion vom x dieje⸗ 
nigen Glieder, die bloß beſtändige Größen enthalten, bei der 
Differentiation wegfallen. 

$. 152. Alſo kann ein und daſſelbe Differential aus zwei 
verſchiedenen Funktionen abgeleitet ſeyn, z. B. das Differen⸗ 
tial bdx ſowohl aus der Funktion a A bx, als auch aus der 
Funktion bx. 

§. 153. Man darf alſo aus der Gleichheit zweier Diffe⸗ 
rentiale nicht auf die Gleichheit der Funktionen ſchließen, aus 
denen ſie abgeleitet ſind. 

$. 154. Aber wohl haben zwei gleiche Funktionen von x 
auch gleiche Differentiale. 

Es fey k = Е (х) für jeden Werth, den man in 
beiden Funktionen dem x beilegt. Setzt man nun х dx (tatt 
x, ſo muß auch für jeden Werth von x und dx ſeyn і 

f(x) d fé (x) dx +... = Е (х) + Fr (х) dx +... 

Folglich ift auch 

f(x) ах = F/ Y dx 
oder df (x) = dF (x). 

$. 155. Nach frühern Erörterungen hat man 

fix +) = fi -4f"Gok-... 
R (X IO = f"(x) TN E 
£^" (x + k) = f (x) + fw (Ik 222 


Hieraus folgt 
f (Xx ＋ 0) — f(x) =— f" (Sk +... 
E (K -Fk)— (к) = Di k 
N + k)— f^ = f (SKF... 


Die Glieder, die fid) hier auf der rechten Seite diefer 
Gleichungen wirklich ausgedrückt befinden, find die Differentiale 
von f(x), f" (x), f“ (x),.... Bezeichnet man diefe Diffe⸗ 

6 
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rentiale auf eine mit der eingeführten Bezeichnungsweiſe des 
Differentials übereinſtimmende Art, ſo erhält man 
; df“ (x) = f" (х) dx 
df” (x) = f4) dx 
df Gei = fr 00 5 


Diefe Differentiate findet man, wenn man in f(x), x), 
£^ (x) ,... бай x, x+ dx fegt und alsdann nach der (S. 144.) 
gegebenen Vorſchrift verfährt. 

$. 156. Man hat auch aus oy WSE 


> dx 
f (х) = = 
ere e s 


Hieraus ift erſichtlich, daß man jede von den Funktionen 
f (ху, f(x), f" , £"(x),.... aus dem Differential der 
zunächſt vorhergehenden durch ein und daſſelbe Verfahren ab⸗ 
leiten kann. 

§. 157. Bei allen dieſen Ableitungen wird die Verände⸗ 
rung des x immer gleich, d. i. dx unveränderlich angenommen. 

$. 158. Eine beſtändige Größe kann kein Dif- 
ferential haben, da fie als immer in ihrem ure 
ſprünglichen Zuſtande verbleibend = wird. 


$. 158. Man nehme das Differential von = dc) -= Р(х). 


Man erhält es dem Vorhergehenden zufolge, vum man in 
f'(x) fatt x, x + dx {ЧИ und dann nach $. 144. erfährt, 


Diefes Differential it f^(x) dx. Es werde e = — 
2 
NS bezeichnet. Alſo in. = о), 


oder kürzer durch oder 


E 


d?f (x) d? = G) 


=. х. Man hat alfo auch *“ (x). 
Alſo ift ferner ddf (&) = def (X) = f" (9. ахз, Letzteren 
Ausdruck bekommt man auch auf folgende Art. Man ſetze in 
f. (х) dx, wo dx beſtändig iff, X + dx ſtatt x und entwickle 
bis auf die erſte Potenz von dx. Hierdurch erhält man (DC) 
+f“ (х) dx . . dx. Zieht man nun f(x)dx ab, fo bleibt 
f“ (x) dx? als das Differential von f (х) dx oder von df (х) 
übrig. Oder es ift ddf(x) = f” Сх) dx?, woraus fid) denn 


auch = == f” (x) ergibt. 


Auf dieſelbe Weiſe findet man von ——— 
u. да () ad Zo 
f" (x) das en sr Fri : pru 
d3 
woraus fid) denn EI = TE = f (х) und dddf(x) 
== daf ( = f., (х) dxs ergibt. Man findet letzteres auch 
auf eine Art aus ddf(x) = f^(x)dx?, die der gleich ift, auf 
welche man vorhin £^ (x) dx? aus df (x) = f (x) dx gefunden hat. 
$. 159. Erkl. Es heißt de (х) das erſte, def (x) das 
ш; = м dritte, cos CH von f(x), und 
er r ефе, Š F der zweite, dc ) der dritte Differen⸗ 


ee 

$ 160. Wie aus ber gegebenen Funktion das 
erſte Differential abgeleitet wird, ſo wird aus 
dem erſten das zweite, aus dem zweiten das dritte 
u. ſ. w. abgeleitet. Ferner: wie aus der gegebenen 
Funktion der erſte Differentialebefficient abge- 
leitet wird, ſo wird aus dem erſten der zweite, 
aus dem zweiten der dritte u. ſ. w. abgeleitet. 

Ex. Nach $. 146. ift d (axn) = anxn-idx. Da man 
nun, dx als beſtändig betrachtet, aus dieſem erſten Differen⸗ 
tial das zweite herleitet, wie man dieſes erſte Differential aus 
der gegebenen Funktion hergeleitet hat fo ift nach $. 149. 


=: = d?f G.. 
yet dx? 
== f" (x) dx, 


— е 


d? (ax?) = an (n — 1), xn-24x? 


u. f. w. 
$. 161. Da, wenn fih im der Funktion f(x) das x in 


х + К verwandelt, 

te e РО) + rok A + 07060 
ift, fo ift auch nach den tiber Srörterungen 
fety frai + A 


f“ ^L 
Cu 


410052 
IZ. d ga at 


Diefe Formel, nach welcher man die Entwicklung einer 
Funktion von x in einer Reihe findet, wenn fid) in der Funt- 
tion x in X k verwandelt, heißt nach ihrem Erfinder ber 
Taylor'ſche Lehrſatz. 

$. 162. eet man 99 u, und f(x + k) = u, ſo 

u 
E 

Ex. Man foll f(x) — аха, wenn fid) x in l vere 
wandelt, nach dem Taylor'ſchen Lehrſatze in eine Reihe vere 
wandeln. 

Es ift d (axn) = anxn-idx 

d? (ахп) = an(n — 1)xn-2dx? 
ds (ax?) = an (п.—1) (n — 2) x»-3dx3 
da Se = an (п — 8 (n — 2) e — = xn-Adxa 


+ ` 


Alſo 9 == anxn—i 


x 2 — an (n — D xe 
d3 (axn) 
dx3 
d^ (ax?) 
dx 


== ап (n — 1) (n — 9) xn-3 


= ап (а — 4) (n — 2) (n — 3)ха-а 


Setzt n man = die Werthe anf der rechten Seite diefer 
Gleichungen йан —— E 5 di 
9 r drr бн? in die Tay⸗ 


lorſche Formel, {0 =F man 


= gp ж 


me ran s ук 


alfo für a (х + k)n die Reihe, die man auch durch Anwendun 
des binomifchen Gages finden würde. 

$. 163. Iſt in der Funktion axn das n eine bejahte 
ganze Zahl, ſo erhält man bei fortgeſetztem Differentiiren ein 
letztes Differential 

du (axn) = an (п — 1) (- 2)... 3. 2. 1. den 

Denn dieſes Differential iſt, da in ihm keine veränderliche 
Größe mehr vorkommt, weiter keiner Differentiirung fähige 

Der Differentialcbefficient 


An (a n 
£ n an n — 1) (n 2) ESL 3 


der fid) aus dieſem letzten Differential ergibt, ift alfo eine bez 
ſtändige Größe. 
$. 164. Setzt man in der Taylor'ſchen Formel ($. 161.) 
== dx, fo erhält wc? 
= 


fa Lä ex f(x) کد‎ 


a(x+k)r—axd+tanxn-1k4 


Pt) ti, 


er 1.2 1.2.3 


$. 465. Da "ЕРДЕ, oi. - 
x // 1 
pp ا‎ — £a) = Ar PE aq... 
ift, fo ift 
T= _ FO FO f"GD |, 
ЖЕП F 9 1.9 Je 1.9.3 Be s 


Es iff in die Augen fallend, daß, je mehr das k abe 
wi eek). fe) = 
nimmt, deſto mehr die Größe r der Größe 


Li 


Ғ (х) 
а" nähert, und daß jene Größe dieſer, durch fortwährende 


Abnahme ix k, fo nahe gebracht werden kann, als man will. 
Alſoiſt = die Grenze des Verhältniſſes e см 

Die Größe f(x + К) — f (x) ift die Veränderung, welche 
fx) erleidet, wenn fib in f(x) das x in х + k verwandelt. 


K) t 
Alſo iſt rg das Verhältniß der Veränderung 


m ` ou 


der veränderlichen Größe einer Funktion und der Veränderung 
der Funktion ſelbſt. 

Man kann alfo den Differentialcoefficienten ED = f(x) 
auch als die Grenze des Verhältniſſes der Veränderung der 
veränderlichen Größe einer Funktion und der Veränderung der 
Funktion ſelbſt anſehen. 

Nimmt man an, in f (O verändere fih x in XK, (o 
erhält p Р 

— - £^ (x) J- ph ＋ qes , 
wo p, q,... Funktionen von x find, und man folgert Mer: 


aus, daß E” (x) oder der zweite Differentialevefficient = 
als die Grenze des Verhältniſſes 5 angeſehen 
werden kann. 

$. 166. Es feb ſowohl u als », alſo auch uv eine Funk⸗ 
tion von x. Verwandelt fid) x in x + dx, fo erhält man, 

1) wenn uv = f(x) gefeßt wird, 

| Р(х) --f (х)4х-Ь... (A.) 
9) wenn man u == F (x), unb v = Ф Сх) febt, 
Е (х) + Е (х) dx +... 
Ф (х) + Ф' (0 dx +... 

Durch Multiplication der beiden letzten Reihen in einander 

bekommt man 
F (X). ꝙ ( + Фф G). E (dx +... (B.) 
+ FC). ./ (x) 

Die Glieder der Reihen (A.) und (B.), die, bei weiterer Fort⸗ 
ſetzung der Reihen, dx auf der zweiten, dritten, .. Potenz 
enthalten würden, ſind weggelaſſen, weil man ſie nicht braucht. 

Die Reihen (A.) und (B.) find identiſch, auch ift f(x) = 
F (x). Ф (х). Man bat alfo 

f (х) dx = Фф (x). F (x) dx + F (х). $° (x) dx 
Die Größe f(x) dx ift das Differential von f(x) = uv. 


! 


ze P =s 


Alſo if auch 
d (uv) = Фф (x). F (x) dx +F (x) Ф (x) dx 
Es ift ferner | i j 
Ф“ (х) = у 
Е (x) == (z 
Е“ (x) dx == dF (x) = du 
di (x) dx = do (х) = dv. 
Folglich **. (X) 
d (uv) = іуда + ойу. 

Man findet alfo das Differential eines Pro⸗ 
dukts aus zwei Faktoren, deren jeder eine Funk⸗ 
tion von x ijt, wenn man jeden Faktor mit dem 
Differential des andern Faktors multiplicirt und 
die fo erhaltenen Produkte abbirt. 

$. 167. Soll man das Differential des Produkts tuv, 
das aus drei Faktoren beſteht, deren jeder eine Funktion von x 
iſt, finden, ſo ſetze man 

tu == w, Mfo tuv = wv, 
da denn d(wv) = vdw + wdv; 
folglich d (tuv) = v.d (tu) tu. de 
== ү, [udt + tdu] + tu. dv 
== vudt + vtdu + tu. dv. 

§. 168. Auf ähnliche Art finder man das Differential 
eines aus vier und mehrern veränderlichen Faktoren entſprin⸗ 
genden Produkts. 

§. 169. Man findet überhaupt das Differential eines 
Produkts, das aus Faktoren beſteht, deren jeder eine Funk⸗ 
tion von x ift, wenn man das Differential eines jeden Faktors 
mit den andern Faktoren multiplicirt und die Produkte, welche 
man ſo erhält, addirt. 

$ 170. Aus 

d (tuv) = vudt + vtdu tudv 
erhält man, wenn t = u == geſetzt wird, 


— 88 — 


d (ts) == tdt + tdt + tdt 
== 31201, 
$ 171. Es fey f(x) = F (x). (х). 
Verwandelt fid) hier x in x +k, fo verwandelt (id) 
F (x) in F (x) T F'(x) k pk? +... 
unb Ф (х) in ф(х) G)k-qk?-r... 
Hieraus erhält man 
f(x + k) = Fix). Ф(х) + ф(х). FC) (x).p 
+ F(x). dito) . F- 
-+E G).q 


K? +,., 


Alſo iſt 
ETD Er Aua. FE HF p (ор Tr... 
+ FG). 0 E 

+E (ag 


Folglich iſt der Differentialenefficient = OY. Fx) 


+E). ꝙ (х) Übereinſtimmend mit $. 165. als die Grenze 
des Verhältniſſes Kath) nd anzuſehen 
k ; 
$. 172. Sowohl der Zähler, als der Nenner des Bruchs 
5 alſo auch der Bruch ſey eine Funktion von x. Wenn man 
x + dx ſtatt x ſetzt, fo verwandelt fid) 
u in aP. d 
in v. dx +t .. 
u, up. d 4+... 
о Jn dra 
wo p und q Funktionen von x find, Funktionen, die im Bors 
hergehenden durch f(x), P(x) oder auf eine andere ähnliche 
Art bezeichnet worden. | 
p.dx (f alfo das Differential von u, und q. dx dag 
Differential von v. 
Man dividire mit 
v+q- dx .. . in up. d 


Hierdurch Géi man 
ч Еріх... u pd Misa. 
V 9х +... Fig Y ү? ems 
Der Quotient ift nur bis auf die erſte Potenz von dx 
geſucht worden, weil man ihn nur fo weit nöthig hat. 
Zieht man von demſelben z ab, fo bleibt bag Differential 


H „ 
von — übrig. 
Man hat a 


ES uqdx 
d( -) = — = SCH 
oder, da San = du, m qdx = dv ift, 
du udy 
ame) em 
v. v v? 
vdu — udv 
a E 


Man finder das Differential eines Bruchs, 
deffen Zähler und Nenner Funktionen von x find, 
wenn man den Nenner mit dem Differential des 
Zählers, den Zähler mit dem Differential des 
Nenners multiplicirt, das letzte Produkt von dem 
erſten ſubtrahirt, und den erhaltenen Unterſchied 
durch das Quadrat des Nenners dividirt. 


§. 173. Man findet d £x auch auf folgende Art. 


u 
Q$ íty = - Seo; 
alſo u = vyz 
du = vdz + zdy 
du = v.dz-J--.dv 
vdz du — — dy 
du u 
а ЗЛЕ ЕГУ Г) 


din a) =š vdu — udy 


у? 


— 00 — 


$. 174. Nach dem Bisherigen läßt fid) das Differential 
eines jeden Bruchs, deſſen Zähler und Nenner aus Faktoren 
beſtehen, die Funktionen von x ſind, finden. Soll man z. B. 


das Differential von ё х finden, fo hat man 


uyw 
ac nu ШҮҮ. d (rst) — rst. d (uyw) 
uvw u?v?w? 
— uvwlrs. dt rt. ds-Ist. dr] —rst. uv. dw-Euw. dy- CEYw. du] 
u?v?w? 
rsuvw.di+riuvw.ds+stuvw.dr-rstuv,.dw-rstuw.dv-rstvw.du 
u?y?w? 


$. 175. Es (еу 0 = =, wo u und v Funktionen von 
x find. баг man x ＋ k Bi x, (0 erhält man 


u pk A. ak 
f(x + 0) = рар 


at Dies не). 


Alſo ift 
—— = (+ m ик. 
eeng hier k, alfo auch er immerfort 
ab, fo nähert (id) das Verhältniß immerfort 


der Größe Рр. — als feiner Grenze. Dieſe Größe ift aber, 
mie fich aud einer mit $. 172. angeſtellten Vergleichung leicht 
ergibt, der erſte Differentialcoefficient von > 
$. 176. Beiſpiele zur Uebung in der Differenz 
tiirung algebraifcher Funktionen. 
Man ſoll differentiiren 
1) a+ bx + ex? + dx3 . . рхп-1 4- qx? == u 
Es iſt 
du = [b--9cex+-3dx2--ñex3-F-...+-(n-1)pxa—2 + nqxn-1].dx 
== [Фе + 2.3dx + 3.4ex? E. . + (n — 2) (n — 1px, 
+ (n — 1) nqxn—*] dx? 
u. f. w. 


2) a + bx -t — 2 
Man kann hier auch ſchreiben 
2 = a+ рх? — . 1, 
woraus ſich ergibt 
dz = [zbx*-i ——1.ех—1—1],4х 
== . = dx 
US zx و‎ 
Der bier gefundene ЫЙ läßt fid) nun, wenn man dx 
als eine beſtändige Größe anſieht, nad) dem angewandten Ver⸗ 
fahren wieder differentiiren, wodurch man dis erhält. 
3) (a + bx)? = z, , 
Man ſetze a + bx = y, alfo (a + bx)" = yn, 
fo bat man dz = nyv—!dy 
== n (a + bx)n-1, d (a + bx) 
= n (a + Ьх)п—1 , bdx 
= nb e + bx)a—1 , dx 
4) (axP + bxq)n = 
Seht man (s а iei = yn, 
fo erhält man dz = nyn—1dy 
== n(axp -+ bxg)n—1 , d (axP + bx9) 
= n (axP -+ bxqd)n-! , (paxp-!-]-qbxq71).dx 
5) y^ (a + bx + ex?) = а, 
Es fey est Жошы == у, 


fo it u = , 
du = me 
= 1 (a + "À + eK) d > + bx -+ cx?) 


b + 9cx 
Ж, V^ Gr bx enn 


oV ^ [n NN MEET = = 


Man kann auch ſchreiben 


Ж == [а —bx-$ + (e2— xoi Jš 
Setzt man la — bx ＋ (e2: x25) — y, fo bekommt 
man Seet. 
dz = iy—.dy 
VETE 
m er < 
d([a — bx— + (c? — х?)ї]з) 
f. [a — by 4 (e? Sib 
3. [a-bx  -F(c?-x?):]*.d[a-bx >+ (e? -x*):] 
E ц. [a — bx + (c? — x<); 
Nun ift 
d[a - bx—--(c2-x2)] —=4bx-3.dx+3(e2-x?)-,d(e?—x?) 
= Ht $(c? — x2) . 9x]. dx 


Дх . dx 


Es Bo 
Folglich 


—9b Сэ red de 
Ee CJ x. en 
A b 43 Р 
TA ee ] 
7) (am + bye V Эгер — Fri = y 
Es ift 
dy == (am--bx»p. deer {ҤСеР—(х=)у,. d(am—-bxu)p 
(am + ban . er — fei, d(ep—Íxr) 
T He fx), . p(an + he. dran + bx") 
Kar + bxn)p., (OP — fx), — vrÍxr—1 , dx 
ee E? (ер — fxr) . p(am + bxn)p—1 , nbxn-1dx 
ے‎ ўар cp — fxr).. (am + bxuyp-1, — dx 
— r. q. Kam + хар, (ep — fxr);—1 , xr— , dx 


dz = 


- 93 — 


a?— x? 
DRT nme 
Man bekommt hier 
diim (a^ - a?x?--x/^). d(a? — x?) —(a?-x2).d(a^ + a?x2 — 
(a^ + a?x? + хл)? 
Durch die Ausführung der angedeuteten Differentiationen 
und durch Reduction erhält man 
— 9x(9a4 ＋ 9a?x? —x^) 23 
(a? + a?x? + x")? 
$. 177. Nimmt man an, y = FCO laffe fid) durch eine 
Reihe von ber Form A Вх CX + 0х3 . .. ausdrücken, 
ſo hat man 
y = A+ Bx + Cx? + Dx3 H EXA. 


d = В + 2Cx + 3Dx? + 4Ex3 +, 
d?y 
dx? 
d3y 
dx? 
diy 
dei 


du == 


= 9С ＋ 2.3. Dx ＋3. 1. Ex? +... 
= 2.3. D 2.3. l. EX 


2.3. l. EA. 


Man ſetze x == 0 und bezeichne für dieſe Setzung 


durch (у) 
есы 
dx de 

d?y d?y 
dx? dx? 
d3y d3y 
ахз dx3 
diy day 


d dx a 


— 94 — 
Hiernach iſt alſo 


т А und A -0 

ш) =8 * (ë 

ES = 2. C с= 5. = 
SS =92.3.4.E Е = d a 
чё Б 2 Dam : 


y = 


ES dy SARA 1 ((d3y 
= E i Si k — 2.3 ds x3 + ... 
Diefe Formel heißt die Maclaurinſche. 
Ex. Es feu y (a ＋ x», 
alfo q> = n (a + O- 
ies 
dc = n m — 1) (a + x)? 


аз 
= = n (n — 1) (n — 2) (a + Daus 


Man finder hieraus für x = 0 
(y) == an 


(š A 
ie) = re ne 
G- = n (n — 1) (n — 2) ап-3 


n(n 4) nag? 


Alſo i( (a + x)" = an + nan—ix Er 


EOD OP anat Te 


$. 178. Nach den bisherigen Lehren der Differentialrech⸗ 
nung kann man die Potenz eines Polynomiums leicht in eine 
Reihe auflöſen. 
Es {беп P und Funktionen von x, und Pa = Q; 
dann iſt 
n,Prn-1dP — dQ 
nPndP = PdQ 
und nQ.dP = Раф 
Nun fey P = а + bx + ex? +deitex+,.,,, 
alfo: dP — (b + 2ex + 3dx? + дех -+ . , .)dx 
und Pn — (a+ bx + ex? + dx? ext4... Ja 
Man fege Pn oder Q = A+-Bx--Gx°--D<x3-L-Exa-+,,. 
alfo dQ = (B-+2Cx+3Dx?+4Ex3 -+ ...)dx 
Folglich ift 
n(A+Bx+Cx?+Dx3+Exd+...)(b+20x+3dx?-+4exS; Ad 
== (a+-bx+ex?+dxd-tex?-+...)(B+20x+3Dx?+4Ex3+,,)dx 
Dividirt man auf beiden Seiten dieſer Gleichung durch dx, 
ſo erhält man eine Gleichung, aus welcher ſich die Coefficien⸗ 
ten A, B, C,..., wie ($. 64.) beſtimmen laſſen. 


Zweites Kapitel. 


Differentiirung logarithmiſcher und erponentialer 
Funktionen. 


$. 179. Aufg. Man ſoll das Differential von 
Ig x ſuchen. 

Aufl. Nach $. 81. ift 

dixe c ced Er 
wo М = lge den Modulus bedeutet. 

Hieraus erhält man 
dlg (1 +u) = Mdu — Mudu + Mu?du — Маздо +... 

== M (1 — u + u? us. . ) du 


1 


iS aa 


+u 
Setzt man nun 1 u = x, alfo du = dx, fo bekommt 
man 


Der eingeklammerte Faktor ift = 


Alſo iſt auch 


dx 
d lg x = M . Fr 
$. 180. Für die natürlichen Logarithmen, deren Modulus 
M = 1 ift, hat man А 
x 


dlgx — E 


$. 181. Man findet das Differential des natürlichen Los 
garithmen einer veränderlichen Größe, wenn man das Diffes 
rential dieſer Größe durch die Größe ſelbſt dividirt, und das 
Differential des künſtlichen Logarithmen einer veränderlichen 
Größe, wenn man das Differential des natürlichen Logarithmen 
derſelben mit dem Modulus des künſtlichen Syſtems multiplicirt. 

In der Folge ſollen, wenn nicht das Gegentheil erinnert 
wird, immer natürliche Logarithmen verſtanden werden. 

$. 182. Aufg. Man ſoll die höheren Differen⸗ 
tiale von Ig x finden. 

Aufl. Man ſetze y = Ig x, fo ift 


dy = und ас == zy 


alfo, TES eine algebraifche Funktion ift, nad) (S. 160.) 
d?y dx d?y 3 З 1 


Ll Som 


dx Ee xi 
d’y дах d’y ° 
ах? Щщ “xa HD. nM 
d'y dx die .6 
Rn Er 


S Së . ew * CR D D 


$. 183. Sucht man die höheren Differentiale von u = 
lg (4 + x), fo findet man 


dx du 
-— o 
iu на dx d dau ES 1 
= — Gira er ac x): 
d3 d dš 
et oc а ат x 
day! E: 6dx m dtu — 
E (1 0 f "dei а ar 


$. 181. Aufg. Man fou u = TS 3 durch die 
Differentialrechnung in einer Reihe ausdrücken, 
die nach den Potenzen von x fortſchreitet. 

Aufl. Man ſetze, es werde u zu w', wenn x zu x k 
wird, ſo iſt nach dem SUP UE Lehrſatze (S. 161.) 

u 

ee ка Re Hi yap" Te. 
oder 


1g (4 ＋ x - 1) — gat + Ё— 


2 
* 1.9.3.(1-}х)® ° ке; 


Man ſetze x = 0. Hierdurch erhält а 


ij? . 165 
16 1 0 = k—L + 5 C EHe 


Alſo ift auch 
Же x? 
H & 7 + ڪا‎ 
S. 195. Es ſey yo lg X 
Verwandelt fi x in KK und y in y+1, fo if 
cup == lg (x + 1) X 
S Ix. (1F 7J 
= lg REE x 
Da nun für jedes beliebige schte Syſtem 
lg (1 + u) = Mu—— + en 


1:9, mar. 1 


x* ` 
pt 


n 


ift, fo ift aud) 

M. M k? ks 
y+! == 1z + эх? GE 3x3 
Folglich ift 15 15 

1A. — M s 
2x? 3x3 
k k2 
und 1 = M.T — M. EN — 


%çi a foxigebenbte Abnahme des k nähert fid) das 
Verhältniß k immerfort der Größe N. als ſeiner Grenze. 


Fu м.? fann alfo auch als 
die Grenze des Verhältniſſes der Veränderung der veränder— 
lichen Größe einer logarithmiſchen Funktion und der Verände- 
rung der Funktion ſelbſt angeſehen werden. 

§. 186. Beiſpiele zur uebung in der Diffe⸗ 

rentiirung logarithmiſcher Funktionen. 

Es ſoll differentiirt werden 

7D а 4 bx)" — u 

Man fege a bx = y, fo ift 

lg (a + Ьх)% = lg y = n. igy. 


Nun ift dn Ig y zn und dy = + bdx; alfo 


n.b.dx 
d lg (a + bx) = &. za 
9) 1 (a + bie ) = g (a TE bx)m 3 lg (c ER bx)". 
5 CE br 
Es iſt 7" 5 
„(a d= ben nbdx 
ا‎ wien s Eua 
Setzt man hier m = n = +, a = c, b = 1, fo erhält 
man 
G= d-x а, dx 
dlg D - Ge 


3) lg (+ Bach 


Setzt man hier a + bxm = y, fo hat man 


d b .mxm—1dx 
d lg (a + Ьха) == dlgy = 1 
xm 
4) 18 pg m 5 x — P + 18 G + bunt, 
Es iſt 

di zu m. dx -p. b. n. -I. dx 
8 a + bxnyp SEITE at ben — 

Setzt man hier b = 1, n = 2, p = 4, m e 1, fo 


bekommt man 
adx 


x 
a Ex» =: E x 
5) 1g [x + (a + x2)] == шу 
dy x + ^ (a + x?) 
dx 
Alſo dig [x + 1^ (a + x2] = vers) 


av e EE DE ике 
6) Es ift lg [co воз nn] т 
= (LEE 1 = lg [y^ (a +x?) + x]—1g a. 
Alſo ift auch 
al [5 Mem dx 
SLy^ at х9) — x VG x2 


7777 ĩͤ v 
2x 


EE e—a) 
1 a E (a = 
ee 


Man findet hieraus 
V (a + x) + Са — x) a+ (a2 — x?) 
TT ST TSS „ dig 
a dx 
хр (al K) 
8), (lg n = y, 
€$ fey lgx = z, fo ift. 


— 400 — 
(lg x)n тез zn 
d [(lg x)"] = nz", dz 
= n. (lg xı, dx. 


- х 
9) 18 1g x (der Logarithme des Logarithmen von x). 
Setzt man lg x = z, fo bat man 


lglgx = ]gz. 
dz 
und d Ig 16х = dlgz = С 
dx dx 
== — : lg x = 


x * lgs 
10) 1g 1g Ig x. 


Man ſetze 18 Ig x = z 
Mfo Je le lg * = lg z 
dig Ig lg x = digz 
dz 


s= — = 


dx 
z 58 x.lgx' :dglgx 
dx 
f, x.dgx.lglgx 
$. 487. Durch Anwendung der logarithmiſchen Diffes 
rentiale läßt ſich ebenfalls die Potenz eines Polynomiums in 
eine Reihe verwandeln. 


Nimmt man an, P unb Q feyen beide Funktionen von x, 
und es ſey 
Dn = Q, 
fo ift n. lg P = 1g Q 


dP d 
unb n. p mt i. 
alfo nQ. dP = PdO. 
Setzt man nun 
P = a} bx + сх? +dı3tex +... 

und Q = А + Bx + Cx? + Dx? ＋ Ex^ + , , 
und verfährt dann übrigens, wie $. 178., (o erhält man die 
Gleichung daſelbſt, aus welcher fid) die Coeffieienten A, B, 
C, D, E, . .. beſtimmen laffen ($. 64.3. 


ge 


2 
Viz A 
: ССО 


= MM == 


$. 188.. Aufg. Man foll die Exponential⸗ 
Größe ах differentiiren. 

Aufl. Nach $. 77. if 
ах ہے‎ IS +98“ Za 2.089) a)4 +... 


2.3 4 
р 3 x° A x3 
d (ax) Ag a. dx (Ig a)?.x ar, dx He ds +... 


= [1+Ig EN a ga ¿x9-F..1.1ga., dx 
== aX lga. dx 
Man findet auch das Differential von ax, wenn man (egt 
ах = u 
Hieraus ergibt fid) namlich 


* . Ig a lg u 


du 
dx. Ig a e 


du = u. 15а. dx 
== ax Ig a. dx 
§. 189. Nach dem Bisherigen iſt ma „wenn dx beſtän⸗ 
dig angenommen wird, 
d? (ах) == ах, (Ig a)? di 
ds (ах) = ах, (Ig а)3 . dxs 
Für a = e, wo e die Baſis des natürlichen Logarithmen⸗ 
yſtems, alfo lg a = lge == iſt, erhält man 
d (ex) = ex. dx 
d? (ex) = ex.dx? 
d? (ex) = ех, dx’ 
$. 190. Aufg. zy = u, wo z und y Funktionen 
von x ſind, zu differentiiren. 
Aufl. Es iſt guy .lgz 


dz 
2 == d = 162. dy 


u 


— 102 — 


du == zy y ies. ay] 
== 2У—1.у. dz + zy. Ig z. dy 


$. 191. Es (е) yy = u fo ift 
du = yydy+ y» .lgy . dy. 
= G + lg у). yydy. 


Drittes Kapitel, 
Differentiirung trigonometriſcher Funktionen. 


$. 192. Aufg. Das Differential von Sin х 
zu finden. 


Aufl. Es iÉ für ben {йм = 1 ($. 98.) 
Sin x = er tixsas aa t = 
Alſo d Sin . äh: at. 
x x хб 
een 


Der eingeklammerte Faktor it = Coſ x. Alſo ift 
d Sin х = Coſ x. dx. и 
Man findet das Differential des Sinus, wenn 
man den Coſinus mit dem Differential des Kreis⸗ 
bogens multiplicirt. 
§. 193. Aufg. Man ſoll das Differential ei⸗ 
nes Kreisbogens in einer Differential-Funktion 
des Sinus finden. š 
Aufl. Es fey Sin x = y, alfo Сох = y (a — yD, 
und nach der Bezeichnung ($. 104.) 
` arc. Sin y = x 
Folglich ift : 
darc. Sin y = dx 
Setzt man die hier fichenden Werthe in die Gleichung 


— ` ` == 


d @inx = Сох. dx, fo erhält man | 
"1 dr = a^ (a — у?) . dare. Sin y 
Folglich ift 
iae dy yu] 
Nl 
= (1 — ر‎ „фу 
Man findet dieſes auch auf folgende Art. 
Es iſt ($. ni. 


d arc. Giny = 


3.35 | 3.5.y7 | 3.5.7.9 
arc. Giny = EL 24.5 24.6.7 24.6.89 


Alſo 
3:9, 8 
darc. Siny = dy ‚4+ > -L. . 0 s aen dy. 


= у? 2 10 К ы 3.5.7.8 
L Бед 2.0 f 2.0.8 108 ] éi, 
Nun iſt 8 € Pr ed Lehrſatze 
BE 2 E == Рени 
Alſo ift 


+. 


d arc, Giny = (4 — у?) dy 
dy 


уа у?) 

Man findet das Differential eines Kreigs 
bogens, wenn man das Differential ſeines Sinus 
durch den Coſinus dividirt. 

$. 194. Man foll. das Differential von ES 
finden. 


x? х4 хб 
Aufl. has 713385817 
($. 98 ) 
pri lk yasa таве d 


= [k+ ml dx 
53 4505 5 
= — Sin x dx 


— 104 — 


Man findet das Differential des Coſinus, 
wenn man den verneint genommenen Sinus mit 
dem Differential des Bogens multiplieirt. 

$ 195. Aufg. Man ſoll das Differential eines 
Kreisbogens in einer Differential⸗Funktion des 
Coſinus finden. : 

Aufl. Setzt man Gofx = y, alfo Sin x-, 
arc. Соу x, und d arc. Cof y — dx, (p ift 

dy = Gë «аы. d arc, боѓу ~ 


und d arc. Cof y = =a 


Dieſes Differential für arc. Gof y ergibt fi ſich auch aus der 
Reihe (S. 105.). 
$. 196. Aus d Sin = Ө р; dx 
und d Coſx = Sin x; dx 
ergibt ſich, wenn man dx als beſtändig annimmt und weiter 
vifferentiirt , ng Séi 
d? Sin x = Sin х. dei 
ds Sin x = — Gof x. dx? 
4^ Sin x == + Oinx.dx^ 
ds Ginx = + Cof x.dxs 
d6 Sin x-= Sin x. dx6 
dr Sins == Coſ x. d? 
d? Coſx = — Coſ x. dx? 
ds Coſ x = + Sin x. dxs 
da Coſ x = + @0{ x. dx^ 
45 Coſ x = Sin x. dx 5 
d6 Coſ x = — Coſ x. хб 


$. 197. Setzt man Sin u — y, fo ift nach $. 193. 
du = zt, dy. 
Hieraus findet man bei fortgeſetzter Differentiation, wenn 
man dy als beſtändig annimmt, 


= 005 = 


du = (1-32), Y. dy? 
deu = 3. 9 (120 - дуз + (а —y?)— . dys 
dau = 3.5. ps uns RE er er уз Te art 


Ki 


Setzt man of u hie fo erhält man für die höheren 
Differentiale deu, d?u,... die eben gefundenen Ausdrücke, 
nur mit verneinten Vorzeichen. 

`$. 198. Da Sinverfx = 1 — Сох ift, fo ift auch 
d. Sin verſx =. d Coſ x | 
` = Sin x. dx. i 

Heißt der Sinus verfus y, und der zu demſelben gehörige 

Bogen arc. Sin verſy/ ſo iſt 


* = are, Sin verf y 
dx = dare. Sin verf y 
Sin orl x = у! 
d Sin verſ x = dy : 
Coſ x = 1—y 
Gofx* — 1 — ky 
Sin x? = 2y — y? 
Sin x == (оу — уз)" 
Alſo dy = y7 (ay — y?) . d arc, Sin "ipis 
ur dy 
und d arc. Sin verf y = v^ày 99): 


Auf ähnliche Weiſe findet man 
d Gof verf x = Coſ x. dx 


88 dy 
und darc, ST 27 1 
u — Sin x 
§. 199. Es iſt Tg x = ax 
Coſ x. d Sin x Sin x.d бох 
Alſo UE am 7——- 


= “fx. Gofx.dx--O in x. Sin x. dx 
Coſ x° 


— 106 — 


Bot x? + Sin x? 
re Frhr 


E rcm 
Das Differential der. Tangente erhält man, 
wenn man ba8 Differential beg Bogens durch das 
Quadrat des Coſinus dividirt. 
$. 200. Setzt man Tg x = y, 
alſo d Tg x = dy 


x == arc, Tg y 
dx — darc. Tg y 
Sec x = 14y’? 
ZA 2 
Cof x? = Ltr a 
fs erhält man = 
dy EEN d arc. Tg y 
und darc, Tg y = ; 1 


Man findet das Differential eines Kreis⸗ 
bogens in einer Differential⸗Funktion der Tanz 
gente, wenn man das Differential der Tangente 
durch das Quadrat der Secante dividirt. 


1 EE š 
$. 201. Es ft See = Fo 


i d бох 
d Sec x = Gr 
Sin x ах 
Coſ x. Coſ x 
—Tgx. dx 
NW и” 
Es (ty Sec x = у, 
Alſo d See x = dy 
x 810. Qucy 


dx = darc, Sec y 
Gofx — 1 
, f y 
1 
D x? = — 
Coſ x уЗ 


Ginz = у” ату 


к^ E» d arc. Sec y 
fo iff ß 


EN 
yz 
Alſo darc. Sec y = — dy 
N Ге — у? 
1 
. 
Уут) ) 
Auf ähnliche Weiſe findet man 
dx 
d 
d arc. Cot y = — de 
cuo DX. Hx 
a Gafe x == —— 
ES Got x . dx 
Sin x 


1 ug. ay, 

lg ты 
S. 202. Der beſſern Weberficht wegen werden bier die ga 

fundenen Hauptdifferential-Formeln für trigonometriſche Grif- 

ſen wiederholt. 


d аге, Coſee y = — 


Es iſt 
1) d Sin x = Cof x. dx 
2) d Coſx = — Sin x. dx 


3) d Sin verf x = Sin x. dx 
4) d Cof verf х = — Coſ x. dx 


=— 108 — 


dx 
5) dZgx = Garer = See sr. de 


6) d See x = ME 
7) d Cot x == — 515 
pn a rs == — @pfec x. Got x. dx 
9) darc. Giny = vac 
10) dare. Gof y = — 
dy 


11) dare. Ginyerfy =i 3^ (y у?) 


d 
12) d are, Coſ very y Së En 
13) darc. ру == u 


Co 
44) darc. Gecy = -.- 
deep ver? 
15) d аге, Got y == E 


1 1 
16) darc. &fey == V 90—20 dy. 
$. 903. Auf g. Man ſoll Sin x = u vermittelt 
der Differentialrechnung in einer Reihe aus⸗ 
drücken, die nad) den Potenzen von x fortfchreitet. 
Aufl. Es verwandle fid) u in u', wenn fih x in x-+k 
verwandelt. Nun iſt nach < Taylorfchen ES, 


ER 
u oder Gin(x--k) = "+£ WER 9, Sech 1. E 9, = = 
dau 


TIPS ik ypas 


== Mm = 


: ; 2 
Es ift aber u = Sin x, РТО = Sin x, 


dx 2 
d3u 
dxs ^ Coſ x, u. f. w. 
Folglich 
Sin (x + 1) се Sin x + Cox. ria Sinx 12. Coſ x ‚мз 
1.2 1.2.3 
Sin x 
er... 
BEER 1.2.3.4 1 2 
Hieraus erhält man, wenn man x = 0 febt, 
Š ç k3 k5 
Cu TE 
Alſo ift auch 
Em zei XY aua 
OS QUEM CET d 


§. 204. Aufg. Man foll einen Kreisbogen 
arc. Giny = u durch feinen Sinus y ausdrücken: 

Aufl. Es werde u zu u+l, wenn y zu yk wird, 
ſo iſt nach dem Taylorſchen Satze 


N du dau 
о Tl ober аш. n pup dL Roe дуз * ° 
аз п 44 u 
‚43 ee | ++ 
T 12.3. dy T тазару? Е. 
Nun ift nach $. 197. 
du 2 
F 
dau š 
dp ee 
ds š 
a 3.2. ورن‎ (а— уу? 
dau 


dg = 3:5:3.0—397 3.0 — узу. у 


Bringt man diefe Werthe in die Gleichung für ul, 
und (e&t dann y = 0, wobei auch u = 0 wird, fo erhält man 


— 440 — 


Р p Ê < aput 
arc. Sin k NN — 
Alſo ift auch 


aro. Sny == у E F ç$, 107) 


X ur 

$. 205. Es fey u = Sin x. 

Verwandelt (id) x in x + k, fo verwandle fich u in 
u+l Man bat alfo 

u+l= Sin (x + k) 
Sin x. Coſ К + Сох. Sink 
Folglich! == Sin x. Coſ k + Cof x. Sin k — Sin x 
= Sin x. (Cof k — 1) + Gof x. Sin k. 
Nun it Sin k? + Gofk? = 1 
Sin le = 1 — Coſ k? 
= (1 — Coſ h) G + Coſ k) 

Sin k? 


1 — Gof k = 1 F Gofk 
— Sin k? 
ی‎ = ЕСТИ" 
Folglich ift — 
i.f. t in 
1= Sin x. idque Sin 1 


Suk 
pa = Gs — eins. 1-4 Gofk 4. 
Man nehme an, der Kreisbogen k nehme immerfort ab. 
Je kleiner der Bogen k wird, deſto mehr nähert fid) demſelben 


ſein A und deſto mehr das Verhältniß Sin! j dem Ver⸗ 
en - _ Gink 
hältniß Е Denn es ift Tg K — Ta K 


Je kleiner nun k wird, deſto 2 5 ee fih Сок und 
alfo auch SL der Einheit. Nun iſt aber immer k Tg K 
und Sin К, alfo muß fid) um fo viel mehr, bei immerfort⸗ 
gehender Abnahme des k, die Größe —— in k der Einheit nähern, 
d. h. je kleiner k wird, deſto mehr nähert (i demſelben Sin k 


e— MP == 


und "P mehr alfo auch das Verhältniß тт j dem Verhält⸗ 


niſſe 1 K Ferner: je mehr k abnimmt, E kleiner wird 


Gin 8 und deſto mehr nähert fid) der Ausdruck Gof x — Sin x 


in 
EY Gofk der Größe Coſ x. Bei fortgehender Abnahme des 


E round fid) alfo die beiden Seiten der Gleichung (A.) dem 
Di : «но 4 Ost x ^ Gofx : 
ifferentialverhältniſſe r er als ihrer Grenze. 
$. 206. Es fey u = Coſ x, und es verwandle fid) u in 
u +1, wenn fid) x in x + k verwandelt, fo ift 
u+1 = Coſ (x + К) 
= &fx. @ {К — Sin x. Sin k 
1 = бох. Cof k — Sin x Sin k — Coſ x 
= Qof x (Cof k — 1) — Sin x. Sin k 


Sin К? el 1 
== Coſ x LEG) — Sin x. Sin k 


— Sin h : 
бшк = saj x (“ш ER Cart — Sin v 
Ueberlegungen, wie die im vorigen $. angeftellten, zeigen, 


daß, bei fortgehender Abnahme des k, das Verhältniß Sin 


Еа аа 


fih dem Verhältniß Sin х immerfort ald fei- 


ner Grenze nähert. 
$. 207. Beiſpiele zur Uebung in der Diffe⸗ 
rentiitung trigonometriſcher Funktionen. 
Man foll differentiiren 


1) y = ERU: 


uj з К G + o 
+ 


+ Gof x)? 


— 112 — 
Es if d (1 + Coſ х): = (1 + Coſ х). d Coſ x 
= +. a + Coſ x) .— Sin x. dx 
nne 
2. 1 G+ Cf 
Sin x . dx 
2. 2 ait Cof x) 
Id Sin x. dx i 
ж $47 [2. (4 3- Cof 5] 
Nun ift nach trigonometriſchen Gründen 


1 + бох 
2 


Alſo dy = 


e 
1 + Coſ x 
rt 


Folglich 2.170 


түз, = 2. Coſ ax 


2. (4 + Coſ х)1 — 2. Dä ix 


Sin x. dx 
Mp dy = — 2 y, Gofix 


Es iſt ferner nach Gründen der Trigonometrie 
Sin x = 2. Sin x. Coſ ax. 
А 92. Sin zx. Coſ zx. dx 
Folglich dy — 2.2. Cofix 
= . Sin zx. dx. 
Dieſes ſtimmt mit Folgendem überein. 


Es ity — hib ا‎ = бїк 


Alſo dy = d Coſ ax = — Sin +s. dix 
= — A Sin zx. dx. 
9) y = a Sin x 
Es ift lgy = Sin x. Ig a 
9 = Ig a. Coſ x. dx 
dy Ig a. as. бох, dx 


= AM = 


Für a — e = der Baſis des natürlichen Logarithmen⸗ 
ſyſtems ift 
dy = d (e po = em, Coſ x dx. 
3) z = arc. Sin 2x. (1 — x?). 
Setzt man ох. р (14 — x°) = y, 
alſo 2 — arc. Sin y, 


. 


5 (2— 4x?) dx : 
Nun it ay — xD 
und 17 (t 72 = 1 — BET, 
2. dx 
Alſo q> == y^ G — x° . 
Man findet dieſes auch auf folgende Art. 
Da z = аге. Sin 2x . ^ (1 — x?) ift, fo ift auch 
Ginz = M. (1 — x?) 
Coſ a = р [1 — ax? (a — x?) 
= y [1 — 1х2 + ax^] 
ТЕТЕ 9х2)2 
1 — 2x? 
d Sin z = d [9х. 1⁄2 (1 — x*)] 
Cof a. dz = dlux? — x? 
__ 8x (1 — 9х?) dx 
— ах, р" G — x?) 
а Ue. 
p ua: 
9.dx 
de = eg. 
4) z = ame Sin x. 
Es ift 162 = arc. Sin х. Ig a 
2 d x 


Alſo e = 16 a 


а! 


dz =: Ig a. am Sin, — 


— 114 — 


Für 3 — e iff lga = lee = 1, alfo 


dz = d [e^ u = gare Sin x 


Viertes Kapitel. 


Von der Differentiirung der Gleichungen mit zwei 
veränderlichen Größen. 


S. 208. Enthält eine Gleichung zwei veränderliche Gröf- 
fen x und y, fo läßt fie ſich nach den bisherigen Vorſchriften 
differentiiren. Denn die eine von den veränderlichen Größen 
z. B. у ift eine Funktion von der andern x. ($. 106.) 

І. Eine Gleichung enthalte die zwei veränderlichen Grif- 
fen x und y geſondert. 

Ex. 1. Es fey у? = x —x?. 

Hieraus ergibt ſich nach den vorhergehenden Vorſchriften 
für die Differentiation 

2y dy = (1 — 9х). dx 
1 — 2x 


dy = . dx, 
oder, ba y = 1⁄2 (x — x2) ift, 
1— 9х 
dy uam». 


Dies ftimmt mit Folgendem überein. Aus der gegebenen 
Gleichung folgt 
` Ka? Ga!) 
= (х — х?у 
und hieraus ergibt fich 
dy = +. (х — xy, (dx — 2x dx) 
1 — 9х 
Evan‘ 
Ex. 9. Es {су y? 4- y == ax — x, 
Man findet hieraus (9y + 1) dy = (a — ох) dx 
ce SE 


27 4- 1 


dy = 


= m = 


Aus der Gleichung y? + y = ax—x? ergibt fih, wenn 
man fie als eine quadratiſche in Beziehung auf y auflöfet, 
y = FF. (ах — ax? + 1). 
Alſo ift 
a ۹ 


ym р азана а) 89 
Man findet dieſen Ausdruck für dy auch auf folgende Art. 
Da 
у= iti (цах — 42 ＋ 1) 
iſt, ſo iſt ç 
dy = + 4. 4. (дах — 4x? kuer, d (дах — 4x? + 1) 
Ца — 8х). dx 2 BARS 
FEE 
IL Eine Gleichung enthalte die zwei veränderlichen Grif- 
fen x und y ungeſondert. Siehe Einl. $. 106. 
Ex. Es ſey 
у? — Amxy ＋ х? a2 == 
oder y? — 9mxy = a? — x2. 
Man findet hieraus nach den vorhergehenden Vorſchriften 
für die Differentiation 
2y dy — 9mx dy — 9my dx = 2x dx, 
oder (y mx) dy = (my — x) dx. 
Alſo dy = M . dx (A.) 
Nun ergibt fid) aus der Gleichung 
y? — 9mxy = а? —x?, 
wenn man fie in Beziehung auf y auflöfet, 
y = mx +1 (a? — x? -+ m?x?), 
Durch Subſtitution dieſes Werthes für y in die Gleichung 
(A.) erhält man 
. mex + m i (а? x?--m?x?) — x 
раз tn) 
Hiermit fimmt überein, was man durch folgendes Bers 
fahren findet. 


dx (B.) 


— 16 — 


Da 
y = mx- 1⁄2 (a? — x° A m?x?) 
if, ſo iſt 
dy = mdr + š. (a? — x? + m?x2)? . (om?x — 9x) . dx 


9m?x — 9x ] I 
E E MET V^? — х? Fm |* 
«sohn m. 4⁄ (a? — x? PIE EN d 
$. 909. Aus der Gleichung ur erhalt man 
.. x (mdy — dx) 
Lem dy ind... 
Setzt man diefen Werth für y in die Gleichung 
y? — 2mxy ＋ x? — а? == 0 
und reducirt gehörig, {o bekommt man 
(х? — a? — m?x?) dy? m (29mx?—29ma? —9m3x?) dx dy = 
-+ (x? — m?x? — a?m?; dx? — 
Hieraus ergibt fih ferner e 5 
(x? — a? — m?x?). Y. — (9mx? —9ma? — 9m?x?) , 2 Ee 
+ (x? — m?x? — a?m?) 
und TE 
dy*.- = rg — m?x? — a?m? 


dx? 2 za? — m?x? 


Löst man E KE in Beziehung auf a auf, fo 


= 0. 


erhält man die zwei Werthe für = welche fib für Sieten 
Differentialegefficienten aus (B.) ergeben und welche ſich, da 
es für y zwei Werthe gibt, für denſelben ergeben müſſen. 
§. 210. In der Gleichung 
уЗ — Заху + x? = 0 (C.) 
hat y, als eine Funktion von x betrachtet, drei Werthe. Diefe 
drei Werthe, nach einander in den Differentialcoefficienten 


т! der fid) nach den bisherigen Regeln der Differentiation 


> Ay wem 


aus der Gleichung (C.) ergibt, ſubſtituirt, geben drei Werthe 
für * H. ſ. w. 


$. 211. Setzt man dx beſtändig, fo ift der Differentialebeffleient 
dy my — x 
dx — y—mx' 
den man aus (A.) erhält, eine Funktion bloß von x. 
Man erhält aus dieſem Ausdruck, wenn man ihn diffe⸗ 


rentürt, Е 
юзу — y + (x mer. +Ë 


d2y x: 
dx? ( тух)? 
Setzt man für J, ду У feinen Werth, fo bekommt man 
d?y ak mix) T7 — د‎ 
£. y — mx)? 
Hieraus ergibt fid) duch die gehörigen Reduktionen 
(y _ (m-1). (y? — may 3n. 
dx? E, 
$. 212. Es fey 


Axky! + Вхтуп + Схғуч +... A) = 0 
Differentüirt man dieſen Ausdruck nach den bisherigen Bors 
ſchriften, ſo erhält man 
Akylxk-idx T Alxkyl-1dy 
+ Bmynxum-dx + wey] 
+ CpyaxP7 idx + Cqxpya—i!dy 
un +: zeg 


+ E 


= [Akylxk-1 4 Bmynxm-i -L. Сручур—1 TC Id 
+ [Alxtyl=1 + Bnxmya-i 4 CqxPya-! 4- ...]dy | re 
$. 213. Man findet dieſes Reſultat auch auf folgende Art: 
Erſtens: Man differentiire (A.) fo, wie wenn y eine 
beſtändige und nur x eine veränderliche Größe wäre. Hierz 
durch bekommt man 


= 


Alkylxk-idx --Втупх-—14х + Сручхр-14х +. 
== [АКу!хК—1 + Bimynxm-! -+ Сручхр-1 + ,,,]dx. 
Zweitens: Man differentiire (A.) fo, wie wenn x eine 
beſtändige und nur y eine veränderliche Größe wäre. Man 
erhält ſo 
Alxkyl—1dy + Bnxmyn—1dy + Сех?уч-1у +... 
= [Alxky!^t F Buy . Cqu y- . . dy. 
Drittens: Man addire das in Erſtens und Zwei⸗ 
tens Gefundene und ſetze die Summe = 0. Man bekommt 
hierdurch 
[Akylxk—1-- Bmynxm—1-LCpysxp—1 + . . I. dx | БУ 
+ [Alxky!l-! + Boxmyn-1 + Сохруч-1 E. . dy 
(®.) 
$. 214. Eben ſo findet man einerlei Reſultat, man mag 
die Gleichung 
Axkyl + [Вхтуп + ©хруч 4... |= 0 
nach $. 242., oder nach $. 213. differentiiren. 
$. 215. Ueberhaupt ift es einerlei, ob man eine Glei⸗ 
chung zwiſchen zwei veränderlichen Größen nach $. 212., oder 
nach §. 213 differentiirt. 
§. 216. Aus (B.) erhält man den een 
Ae. BRI E + Cpysxr 1 + , : (6) 
dx — АЇх*у—1 + Bnxmyn-i + CqxPyr-! +; 
und fieht wohl, daß man ben an e aud) 
findet, wenn man den Ausdruck (C.) nad) Erſtens und 
Zweitens (. 213.) behandelt und die beiden ſich ergebenden 
Reſultate addirt. 
$. 217. Das Differential einer Gleichung zwiſchen zwei 
veränderlichen Größen x und y kann ausgedrückt werden durch 
P dx + Q dy = 0, 
wo ſowohl P als Q bie Größen x und y enthalten kann. 


= S 


Fünftes Kapitel. 


Von der Differentiirung ſolcher Funktionen, in denen 
zwei von einander unabhängige, veränderliche Größen 
vorkommen. 


$ 218. Es ſtelle f(x, y) eine Funktion von x und y 
dar, wo x und y von einander unabhängige, veränderliche 
Größen bedeuten. Die Funktion f(x, y) werde, wenn ſich x 
in Kk, und y in y-- verwandelt, durch f(x T, y + D 
dargeſtellt. Was aus der Funktion f(x, y) wird, wenn man 
in derſelben x+ k ftatt x ſetzt und y als unveränderlich ans 
nimmt, fey angedeutet durch f(x--k, y). Auf ähnliche 
Weiſe deute man, was aus f(x, y) entſpringt, wenn man 
x ald unveränderlich annimmt und y +1 ſtatt y fegt, durch 
f(x, у--1) an. ? 

Der mte Differentialcoefficient, den man erhält, wenn 
man annimmt, in f(x, y) = u fey x veränderlich und y bez 


Ee ^ dm з 
ſtändig, werde ausgedrückt durch Im: Der nte Differenz 


: d Im a 
tialenefficient, den man aus dem Ausdruck Lm „ Wt eine 
Funktion von x und y ift, findet, wenn man als beſtändig 


dmu 
š де die : 
und y als veränderlich fekt, werde durch EXE TEE oder kür⸗ 
dm 9) 
zer durch bezeichnet. Die Ausdrücke ud und 
dxmdyn : dxm 


du mu д 
dyrdxm bedeuten den Differentialcoefficienten, den man bes 


kommt, wenn man f(x, у) = u zuerſt nmal ſo differentiirt, 


— 120 = 


als fey y veränderlich und x beſtändig, und alsdann den biete 
dnu 
aus fid) ergebenden Aus druck Im’ mmal fo, als fey y bes 
ſtändig und x veränderlich. 
$. 219. Lehrſ. Der Differentialcpefficient, 
den man erhält, wenn man f(x, y) zuerſt fo diffe— 
rentiirt, als fey x veränderlich und y beſtändig, 
und alsdann den hieraus ſich ergebenden Diffe- 
rentialcoefficienten fo, als fey x beſtändig und y 
veränderlich, ift gleich dem Differentialcneffis 
cienten, den man bekommt, wenn man f(x, y) yuz 
erſt ſo differentiirt, als ſey y veränderlich und 
x beſtändig, und alsdann den hie raus hervorgehen⸗ 
den Differentialevefficienten fo, als fey x verte 
änder lich und y beftändig. 
Bew. Man nehme an, у fey unveränderlich und x ver⸗ 
wandle fid in X ＋ k, fo ift, wenn man der Kürze wegen 
f(x, y) u ſetzt, nach dem ше Lehrſatze f (x--k, y) = 


du k dau 13 dau dmu km 
uper т cer ds eut C m m^ š 
d4 2 
Das u, fo wie die Differentialcoefficienten di sc? 


d3u y ; 
dtt ſind Funktionen von x und y. 
Nimmt man nun weiter an, in dieſen Funktionen, ſo wie 
in der Funktion f(x + E, y) fe) das x beſtändig, und das y 
verändere fid) in у LI, fo verwandelt (id) 
f(x E, y) in f(x Ek, y +1) 
ada u. J. Ai d 12 дь = 
dy 1 . 9 4ys 1.2.3 
Ы mj don ` (4% 
du, du dx dx/ 12 dx. 13 
de ds dy 1 dy? TIt dy? 1.9.3 


== жи os 


C) 6452) du 

du, du dx? 1 х2/ np 04х27. 1з 

у а SE E 

dx? dx? dy S dyi- 1.2 1.2.3 
dau dau аз du 

аза , EY, E d xs 12 dx3 * 

dx3 " = TR: Т» Sch Mc 1.2 dys 1.2. 1.2.3 
EC d» dmu 

dmu . dx» x ES ахо In 

dxm ш A e һа da 1.2. n ... 

oder 


l, y) in EC E, y+ D, 
du 1, diu P dau 3 


„ыйсы е аута ауз J. 13.3 س‎ 2 


du in du, du 1, diu 12 diu 13 ip: 
ur: ахау 1 ахду? 1.2 ' dxdy3 1.2.3 iM 
deu, deu du 1 dau 12 du 13 
its 7 
dau, du du 1 du J dóu 13 ELE ы 

dxs n йуз dx3dy* í tasas Br 1.9 dxsdys 1.2.3 


+ D D . & ^. A = x 


dmu . dmu дату 1 dm+nu In 


ES? m Sut dxndy ^ s ap dxmdyn '1.2..n Tes 


Setzt man nun ſtatt der Ausdrücke k (Ik, y), u, = 
2 d3 
= d^ .. das, wozu fie bei der Setzung von y 4-1 für 
y werden, fo erhält man aus der Gleichung für f(x rh, y) 
folgende 
fG@ +k, EA 
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vp. + vn 
E 
Wi qs y FE 
b alui. 


* 


D 


D D D 


* 


* 


L 
u 
k 


1.2 


Қз 
1.2.3 


* 


* Si, i23 

3 15 - Ew 1 
ra ` Gë ai 
Tasas I bai: 125 


* 


* 


* 


(O) 


— 22 — 
: x н dm+nu 
Das allgemeine Glied des Ausdrucks (©) ift Indy‘ 
In hm E 


1.2..n 1.2 m x 


Man hat ben Ausdruck (O) dadurch gefunden, daß man 
angenommen hat, in f(x, y) fey y beſtändig und x verwandle 
fi in x+ k; daß man darauf ferner in der Entwicklung, 
welche (id) aus dieſer Annahme für (X I, y) ergeben, ſtatt 
y, y! geſetzt hat. Man nehme nun zuerſt an, es fen x 
beſtändig und y verwandle fich in y + 1; alsdann fege man in 
die Entwicklung, die fid) für (x, y + ergibt, x + k {оп 
x. Hierdurch erhält man 
erſtens f(x, y 0) = 

du 1, de 12 qasa 1 dnu In 
W Pay ti dy: 19 f ш е ав Ten 
und, wenn man die Glieder jeder Reihe, die man bei Setzung 
von x +k ftatt x in Erſtens bekommt, in einer verticalen 
Columne untereinander ſchreibt, 
zweitens f(x +k, y+!) = 


о + = . 
z ick : 

i et is 
E E 


D 


• 


me 


== 


D 


E 
1 


1? 
1.9 
ks 

1.2.3 


+ ids : 3 4 i T азы j 123 
* эда 4 i j id + Susi : 123 | 
"m түүр ј 12 j 12 T Duc d iij | 


` 


D 


D 


Qs 
4 3 
= P 
4e 


D 


^ 


€) 


— = 


mu 


dn 
Das allgemeine Glied des Ausdrucks (8) iſt Tida ` 
In km 
1.2.0 1.9...m ° 

Nun ift ſowohl der Ausdruck (O), als der Ausdruck (ch) 
= f(x--k,y-+ h. Mfo find beide Ausdrücke gleich. 

Läßt man aus beiden Ausdrücken die erſte horizontale 
Reihe, die offenbar in beiden einerlei ift, fo wie aus beiden 
die erſte verticale, von welcher daſſelbe gilt, weg und dividirt 
das Uebrige durch 1. k, ſo bekommt man 


+ + 
H e 
Rim. KR . g. 
le wes Eis 
S | 
Fee 
x | = Ota 
& 
=+ + + 
e 8. e 
2e neg ET 
= TI = 
415 iom) A 
. m * > 
E 
= г. | 
— — 
plz Sie 
сә 
pr dm Е: 
f. р 
és er Big 
чү” = ale 
Gë t m 
e E = 
ou vw ble 
S [2] сә! 
= 24 
а "LI 
* [257 
+ kk 
: x 
i di z 
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dau 
dydx 


т u 


T dydx? 


dau 


T ауйх? 


vi 


k Є 
1.2 
UK 
1.9.3 


+ 


de 


+ 


dèu 


dy?dx ' 


d^u 


d5u 


dy*dx?' 1.2 1.9.3 


+ 


2dx 2 


H 


I 
1.2 
1 
1.2 


1 


h 


I 


+ 


du 1 


* dy?dx 1.2.3 


E 


dau H D 


don 1? ke? 
dy?dx? 1.2.3 1.2.3 


D 


E 


К 13 dy de 1.2.3 „ 


T... 


0, fo ergibt fid) 


Setzt man nun k 


Hieraus folgt 


^u p du 
dxdy — dydx 
d du 2j 
N dx dy, 
oder dy = асу 4 
d. i. die Wahrheit des behaupteten Satzes. 
3 d?u du 
$. 220. Es if auch |. — ava. 
u dau 


dxdy? Ady dx 


$. 121. Läßt man auf beiden Seiten der Gleichung (9) 
die erſte Reihe weg und dividirt das ume durch kr 
ſo * man 


du 1, du 1 4, du | 0 ep 
dx'dy 4.9 dx dy" 1.2 1.2 dx'dy? 1.2.3 1.2 — 
dau dau A dasa PY 54 


dydx ` 1 P dpdo gs 1.9 1. 1.2 dy de dy dx?“ ELI 1.2 
Hieraus folgt, daß auch ift 


du su 
dx?dy dy ах? 
d'u dau 
dx dy- dy'dx* 
dou du 


§. 222. Zu jeder horizontalen Reihe der linken Seite der 
Gleichung (9) gehört eine auf der rechten Seite derſelben, die 
ihr gleich ift. Jeder zwei zuſammengehörigen Reihen Diffe- 


= XS — 


rentialcoefficienten, die einerlei Abmeſſungen von dx und dy 


enthalten, ſind gleich. Es iſt allgemein pe = Za 
$. 993. dx und dy als beſtändig angenommen, ift es ei⸗ 
nerlei, ob man f(x, y) zuerſt mmal (o differentiirt, als fey 
x veränderlich und y beſtändig, und alsdann das erhaltene 
Differential nmal fo, als fey x beſtändig und y veränderlich, 
oder ob man f(x, y) zuerſt nmal fo differentürt, als fep y 
veränderlich und x beſtändig, und alsdann das gefundene Dif- 
ferential mmal fo, als fep x veränderlich und y beſtändig. 
Ex. Für u == xmyn findet man 


— = mxm—1yn 
I nme mnxm-1yn—1i 
= nxmyn—1 
И элш Фу es m=1 1. 
ee as ур" 
$. 224. Die Gleichung (O) (S. 219.) wird, wenn man 
ihre Glieder rechter Hand ſo untereinander ſchreibt, daß die 
Exponenten von 1 und k eines jeden der untereinander ſtehen⸗ 
den Glieder, einerlei Summe geben, zu folgender 
du L den P du 13 
f(x4-k, y+) = tg Saale dy: ача WA 
du уени lk du P y x 
3 
deu k dau 1 kh? 
ees W ДД 
dau K3 
Таз 1.23 


Es iſt alſo 


-— 1499 — 
. du 1 dän P 
fork, JED f(x, deep 1 TA РА; 
š du k, "di 1 K 
deat ddya tt os 


ni 
+. 


Unterſchied zwiſchen dem urſprünglichen Zuſtanpe der Funktion 
f(x, у) = u, und dem Zuſtande, in welchen fi titt, wenn 
man x-k: ſtatt x und y =! ſtatt y in dieſelbe fegt. Der 
Theil T š + de LJ pies Unterſchieds beſteht aus zwei 
Stücken, von denen das erſte bloß die Veränderung 1 und das 
zweite bloß die Veränderung k, von der erſten Abmeſſung, 
als Faktor enthält. Die Stücke der übrigen Theile des Un⸗ 


g: % d'wbiHe q Saed} We. ksjoqapan 
terſchieds, z. B. des Theile SC 1.21 dxdy rer 
2 


=, enthalten 1 und k von höhern Abmeſſungen, denn der erz 
ſten, als Faktor. Das Produkt 1. k muß bekanntlich als von 
der zweiten Abmeſſung ſeyend betrachtet werden. ! 

$. 225. Dem Vorhergehenden zufolge bedeutet in dem 

„ P yta = en ` Je du ; š e 
Theile à 11 GK 1 das dy den Differentialebefficienten, 
den man erhält, wenn man u = f(x, y) fo, als fey bloß y 
veränderlich, differentiirt, und das unter dieſer Vorausſetzung 
gefundene Differential durch dy dividirt. Eben ſo bedeutet 
1 Р 3 i bis hi Wu D 
+ daß man u == f(x, y) fo, als fey bloß x veränderlich, 
differenttirt und das unter dieſer Vorausſetzung gefundene Dif⸗ 
ferential durch dx dividirt hat. Auch iſt bekannt, daß die Aus⸗ 
drück — Funkti b 
vide Gr dF tionen von x und y find: ji 

$. 996. Daß man u = f(x, у) fo پاتتا ینا‎ habe, 
als ſey nur y veränderlich, deute man durch £ dy an. Hierz 

9 
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а 

nach wird alfo der Aus druck dz dx bedeuten, daß man u fo 
оинии habe, als fey bloß x veränderlich. Der Ausdruck 
s dy 4- 3. 4х endlich bedeutet, daß man u = f(x, y) juerft 
fo differentiirt hat, als fey bloß y unb alsdann fo, als fey 
bloß x veränderlich, und daß man hierauf die unter dieſen 
фоно tme Differentiale ФИН MI Den Aus⸗ 
druck sd + dx erhält man, wenn man in + = a S 
et 1“ welch die Veränderung von y ift, A rt ſtatt k, 

i. ſtatt der Wer derung des x, dx ſetzt. = 

Der e ze : 40 ar. bedeutet, daß man dy d» wo, wie 


ſchon geſagt, T eine Funktion von x und y ift, fo differen⸗ 
tiirt habe, ar Te nur y iss Eben fo bedeutet ber 
Aus druck = ; dx = daß man dv 52 fo differentürt habe, als 


ſey nur x, Ge dx dx fo, als E nur y veränderlich, u. Í. w. 
dx und dy ſind m unveränderlich e 


§. 227. Erkl. Der Ausdruck e Bay =p s "dx (S. 996.) 
heißt übereinſtimmend mit ç. 143. das erſte Differential von 
f(x, Y u. 

F. 228. Man findet alſo das Differential einer Funktion 
von zwei veränderlichen Größen auf folgende Art: Man diffe⸗ 
rentiirt die Funktion zuerſt ſo, als ſey bloß die eine veränder⸗ 
liche Größe veränderlich, und alsdann ſo, als ſey bloß die 
andere veränderliche Größe veränderlich, und addirt hierauf die 
ſo erhaltenen Differentiale. 

Differentiirt man das erſte Differential, wie man, um 
daſſelbe zu erhalten, die urſprüngliche Funktion differentürt 
hat, ſo bekommt man das zweite Differential dieſer Funktion. 


— BE — 


Das zweite Differential на a y) =u Й 
d? Ba 
dy? dei + 9. id ах dy + 5 чаа, 
Er ift leicht einzuſehen, wie man Ze Ke Differentiale 
Exempel. Man (oll differentiiren 
D 
Es it d (x + y) = dx + dy. 
9) xy, 
Man hat hier d (ху) = ydx + xdy. 


y 

F 

Es iſt aC) ل ے‎ 
г) xmyn, 

Es ift d (Syn) = y^. mxm—1dx + хт. ayy 

== ymi, уб. (mydx + nxdy). 


ax? 
5) DATO 5 
du ` 9axdx ` 
Hier it 5 zd = Ge 
|. axydy = 
d ch an >т уу š 
5 2axdx ax?ydy 
$ glich u Y (at— у?) + (а? — у) * 
6) arc 5 =? 
@8 ſey 5 - 5 z, alſo are g 7 = arc Tg 2 
SET 4 
Nun it 5 el 


ydx — xdy 


und dz = = 


Folglich ift 
ydx — xdy 
ОЕ LC Xp Ee нау 
ае = pigx "hts Sick, si. 
7) 0. 
Man ſetze yx = z, fo ift 
x.lgy = 162 
und x. diese 16у. dx = digz 


X. ух. Sta. lgy.dx = dz 
x.yX-1,dy+y*%.lgy.d< = dz. 
$. 229. Für die Differentiation einer Funktion u = 
f(x, y) won zwei veränderlichen Größen, und die Differen- 
tiation einer Gleichung Axkyl + Bxmyn-- Cxrya +... — 0 
wiſchen zwei veränderlichen Größen gilt р tinere Vor⸗ 


ſchrift. Siehe §. 215. 
$. 230. Wenn man in der Gleichung 
du 1 dzu 12 


Len b. ee tar 
ioi. К. K ing aê VN 
dx 1 dxdy 1 1 
dau * * 
=; 1.9 


das 1 = m. fegt, wo m eine beliebige veränderliche Größe 
bedeutet, ſo erhält man 


f(x4-k, y Em. r = nk + mich. 
ki d?u 
* > 


— ` —= 


Nimmt alfo k immerfort ab, fo nähert ſich der Unter⸗ 
ſchied f (x s ky Fm. WD = fy y) immermehr der Größe 
du i 
dy: mh + 4 d .k als feiner Grenze. Man fete 1 ſtatt mk, 
Dadurch wird jener Unterſchied zu f(x4-k, yt = f(x, у), 
und feine Grenze zu T RE k. Statt der Größen 1 
und k, die als tiülmerfoht «нир gedacht werden, {еве 
man die Größen dy und dx, bie denn auch als immerfort ab⸗ | 
PAR 1 werden müſſen. Hierdurch verwandelt ſich 

n e kin 45 ау +93 dx. Alſo ift, wenn dy und dx 
a immer abnehmend angenommen werden, das Differential 
df (x, y) = EE dx als die Grenze anzuſehen, der 
fi) der Unterſchied k (X к, y FD — f(x, y) immerfort 
nähert. e 

$. 231. Digi man den Ausdruck 

du 
Zi d y+ a BS „dx (A.) 
zuerſt fo, als fep nur y, und a fo, als fey nur x vere 
änderlich, und addirt darauf die erhaltenen Differentiale, d. i. 
ſucht man das oti EP EIUS k^ f (x, y), fo bekommt man 


dua du 
Min Ei IE dei 
des 2 + Se 57 8 dy d х ＋ N dx 
=a 

oder dit rt 5 dx? (B.). 


5-я qu EP Se Ausdrucks (B.) auf eben die Art, 


wie man den Ausdruck CA.) behandelt hat, erhält man 


du dau dau 
des 55 5 +50" ау xA dxdy? + qua ub 


dau 
＋ dy “ dx dy? +2. dxidy dx? dy + 9 ак 
nis 


955605 +3. D 17 — dx dy? 435 E 25 Wu. dx? det. ل‎ СС.) 
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Dies ift das dritte Differential von f(x, y). 

Die Ausdrücke (B.) und (C.) zeigen eine, fogleich in die 
Augen fallende Aehnlichkeit mit der Entwicklung der zweiten 
und dritten Potenz eines Binomiums. Man nehme an, das 
Geſetz, welches die Ausdrücke (B.) und (C.) vor Augen legen, 
fey allgemein und man erhalte für das nte Differential 
dnu n. du n(n-4) du 


RF Së "T — 9] 
der? an 'dxdyn-i gedeeft dx tdyn=2 


Ur dyna- E 
D.) 
Differentiirt man nun dieſen Ausdruck zuerſt, als fey bloß 
y, und alsdann, als fey bloß x veränderlich, und addirt bars 
auf das = fo erhält man 


dat1u Tiu n(n-J) detiu = 
cy id) aas: + uy ee 'dx?dyacid* dy" +... 
datiu 

as dy dr ауп + 3 t 
Роа 

(n—+1)n dau A 
ee (e ae Cen оГ ауа 5 ms 
ee6L 


Gilt alfo das angenommene Gefe& für das nte Differenz 
tial, fo gilt es auch für das n + 4te. Nun gilt es für das 
dritte, alſo auch für das vierte, folglich auch für das fünfte, ꝛc. 

$. 232a, Es ift auch f(x + k, yTtb—fa,y)-— 


dw a s Au ja diu 15 
du , Lë |929.d*u 3.du va 
"Esdr dx dy 1 dx dy? 
d?u 1.2.3 3.d3u , 
dx? dx? ee T2949) 
d?u 
лыы In] 
Ee 


Die Aehnlichkeit des Geſetzes, nach welchem die in einer- 
lei verticalen Columne ſtehenden Glieder hier gebildet find, 
mit dem Geſetze, nach welchem die Glieder der Potenz eines 


= SUD = 


entwickelten Binomiums fortſchreiten, ſpringt in die Augen. 
Daß alle andern in einerlei verticalen Columne ſtehenden Glie⸗ 
der nach demſelben Geſetze gebildet werden, läßt ſich auf fol⸗ 
gende Art zeigen. 

Aus der Betrachtung der Art des Ret ber BORN 
(S. 219.) und des allgemeinen Gliedes 1.517, room 
daſelbſt ergibt fid), daß, bei dem lud reinanderſehreiben der 
Glieder nach Vorſchrift $. 224., EET. By Glieder 
untereinander zu ſtehen kommen: 


duu ln 
dyn Tan Fadi 
dru; "Inc? k 
ауа" 1.9...(n—1) 1 
deu In—2 ks; 
dx?dyn-2*1.9...(n—9) 1.9: 
deu In—3 ks 


ray 4.9... (n—3) 1.2.3 


deu = n m—2 í ор 
а ду?” 1.2 L. (-) 
dau 1 kmi 
атуга 1102. 8 
dru adm o. ‹ 
аха 1.9. m` 
Man fann diefe Glieder aud) fo fejreiben: 
deu 1m x5 
dy» 4.9... 
dur n. In—1 k 
Fa 1.2 u 1 
+ dau n.(n—4)1»—? k2 
dxzdyn-2“ 1.2. n 1.2 
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jd Ëss de 
dx3dyn-3 ° 1.9... n 1.2.3 


D 


+ dru  n(n-1)(n-9)...4.3.1? km-2 
ar dx dy 1.2. . . n 4.9. (m—3) 
. gi dau ;n£n-1)(n-9)...3.9.1 m1 
dxm-idy 1.2.4 1.2. (m — 4) 
dau 1.2. n. lun М 
dxm (1.2. . n) 1. 2. m 


Hieraus ergibt ſich 


d^u 
— АЙ 
dyn 
n d?u 
1 ' dxdyn-i D In—1 7 k 
п(а—1у: qut EE 
«1:29: 5. e dx2dyn-2,* ** 
n(n—1)(n—2) | dm = 
А 1.9.3 'dxsdyes: P 3. Кз 
1.9...n Р bz t 
n(n—-1):.:4.3 dnu 1 limes 


1.9...(mi—2) dam-adys 
n(n—1)...3.2 _ diu 
1.2....(m—1) ` dxm—1dy 
n(n—1)...9.1 deu 
1.9...m — 'dxm* н, 
$. 939b. Die Differentialevefficienten, welche auf der 
rechten Seite der Gleichung CA.) in die verſchiedenen Dimen⸗ 
fionen von 1 und k multiplicirt find, laſſen fid) leicht auf fol- 
gende Art finden: 
1) Man facht das erſte Differential von u = f(x, y). 
Es iſt nach §. 228. 


1. km- 


— — 


= 
yI 34d ax Ч dx. 


Man dividirt die E dieſes Ausdrucks, jedes, durch 
das Differential von x und y, welches es als Faktor enthält. 
Dadurch bekommt man die zu 1 und k von der erſten Abmef- 
fung gehörenden Differentialcbefficienten 

du du 
dy’ dx 

9) Man ſucht das zweite Differential von u = f(x, y). 

Es iſt 
Sg eg: + 2 

Die Glieder in dieſem Ausdruck dividirt man, jedes, 
durch die Abmeſſung von dx und dy, die es als Faktor ent⸗ 
hält. Hierdurch bekommt man die zu der zweiten Abmeſſung 
von 1 und k gehörenden Differentialcoefficienten ` 

а?а deu deu 
dys / 2· qx dy' ds 

3) Man ſucht das dritte Differential von u = f(x, y). 
Es iſt 
Tady +3. des i l Ф243 aca Axay de. 

Hieraus leitet man durch das Verfahren in 1) unb 2) her 

du d’u d?u du 

dy: 3 A dye 3. dt dx 
u. ſ. w. E | 
Ex. Für u = xmyn. ift 


D aah Jede =. xnyn-idy + m. xm-tyndx, 

Alſo Ш == n.xmyn-i, ° = шхт—1уп, 

9) Tray? +2: dx dy sz ar: = 
ae T2. . 
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dau dau 
- = n(n—4)xnyn-2 - я E = 
Alfo dy? — r. Y 7. "ES E e Inc, 


wish = m(m— 5 Or 


3) © P. dy pg 0s Ду 2 dx xdy2 13.45 dx2dy Tarat $ Tas 


= n (а — 1) (n — 9)хтуа—здуз + 3mn(n — ы ду? 
＋3. mom DX -n dx dy Hmlm—1)(m—2)xm-syadxs, 


Alſo Wr n- 1 N Din п—3 3 d’u 3mn@. ) m-1yn—?2 
dy? ` J: 1 *dsdy -1)х y A 


3 p Зм m m-2yn—1 du m—3 

хау 9 n(m-1)xm—y "хэ =m(m— 1)(m — 9)xm—: yu. 
Folglich ift (x + Um. (y + D» = 

— zn 

T n.xmyn—1,1-F- m. xm—1yn . k 

т 5 SE к] 


NES $ J Dn 0 eee A. 3mpn(n—4)xe7tyn-2]:,.k 


* N * гаг "Set Pr. kK] 


s. 233. Setzt man in der Gleichung ($. p ) dx Ratt 
k und dy ftatt 1, was gefchehen darf, da man für die unbe: 
ſtimmten Veränderungen k und 1 ſetzen kann, was man will, 
ſo erhält man 
dn dy- deu dy? 
f(x4-dx, g tz 1.2 дуз 123 +.. 
d’u dy dx d?u dy? dx 
+d tu: 1 1 ахду? 1.2 1 
— E Яза dy dx? 
dx? 1.2 که‎ 1 1.2 


= Hg — 


Nun iſt von Ce, 5 u, 


du du 
du — zur pm dx 

d’u d?u dën, 
du = a Fey ду + dx? dx 

d?u d?u d?u d'u, , 
abu = prd guai Ar TT quud 

[fo ift au 
wast asa du, du, ази 


f (x+dx, y--dy) = + gat 13.3 Ae. 
= ia, CLD, en, OR y 


LI 


1.9.3 
($. 164.) 
$. 234. In der Gleichung 
du du dau 
اجو‎ ду? " I dys mE 
d 2 
a kt 2. du 3. du Pk 


dx’ 1.2ldxdy' 1 dx. dy? . 
d’u ＋1.2.3 3. dau 
d dedy t „ . 
ази 
ање 
fege man x = o unb y = 0. Bezeichnet man für diefe 
Setzung i 


u durch (u) 
du du 
owe El 
du du 
3 — EN 
du d’u 
са), 
. E: 


fo erhält man 
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d г j 
0, H )a х) Ce I. 
Zen u (. deu 
+ х). ‚= dx dy. d LH dxdy? Fk 
d?u ob ra. і 
dx? Zens 9.3| dx’y дугу Dr 


dèu 

d Je 

Hieraus bekommt man, wenn man x фон k und y {ап 
1 feft, 

: . du du, d?u 

Ir dy ET 
dá 9.d^u 3.d?u 

+G 3" PTT РЭ "€ y 


De iaa ti 


Das hier Gefundene dient, eine Funktion von zwei vers 
änderlichen Größen in eine Reihe zu verwandeln. Man vere 
gleiche $. 177. 

§. 235. Man kann das aus einer Funktion u von zwei 
veränderlichen Größen x und y entfprungene Differential 

да — d de ard 
auch kürzer 
du = Р dx + Q dy 

ſchreiben, wo alfo Р = 2 und Q = gu; buds sË der 
Differentialeneffieient ift, den man erhält, wenn man u = 
f(x, y) fo differentiiet, als fey nur x veränderlich, und Q 
der Differentialcoefficient, den man bekommt, wenn man u = 
F(x, y) fo differentürt, als fey nur y veränderlich. Gebraucht 
man dieſe Bezeichrungzaf, ſo 0 man nach dem Satze ($. 219.) 


dy = qx 


— 44 == 


5. 236. Ein Differential Рах Qdy = 0 G. 217), 
welches man durch Differentiation einer Gleichung zwiſchen 
zwei veränderlichen Größen hergeleitet hat, kann, wenn P und 
Q einen gemeinſchaftlichen Faktor haben, durch denſelben divi⸗ 
dirt werden; auch kann ſolcher gemeinſchaftliche Faktor durch 
Verbindung des Differentials mit der urſprünglichen Funktion 
wegfallen. In jenem, wie in dieſem Fall, erhält man ein 
Differential, in welchem die in dx und dy multiplieirten Cos 
efſicienten verſchieden find von den in eben diefe Größen dx 
und dy multiplicirten Coefficienten des Differentials, das man 
aus der urfprünglichen Funktion durch bloße Differentiation 
hergeleitet hat. , 

Ex. 1. Das Differential von. 4 125 = a ift xy^dx + 
ox?y3dy = 0. Dividirt man durch x, % арн man улах 4- 
2x?y3dy = 0. 

Ex. 2. Es ſeyen M und N Funttlonen von x und y, und 


EU fo iſt dM Loi = , oder, da e — — &, 


au N . dN = 0, oder Nau — мах = 0. Man differen⸗ 


NdM— MAN 
ES 


tire nun auch = = . Man bekommt hierdurch 
= (yu 

§. 237. Durch ſolche Veränderungen, welche die in dx 
und dy multiplicirten ا‎ erleiden, wird aber feines- 


wegs das Differentialverhältniß x verändert. 


$. 238. Iſt ein айбы. Рах Q dy == 0 aus ei 
ner Gleichung zwiſchen zwei veränderlichen Größen durch bloße 
Differentiation hergeleitet worden, fo muß auch für daſſelbe 
dP ur 
dy 
feyn, da man bei feiner WA aus der zwiſchen den zwei 
veränderlichen Größen gegebenen Gleichung das nämliche Ge- 
feh befolgt hat, nach welchem man du = P dx + Q dy aus 
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u = f(x, y) findet. Iſt aber P dx + Q dy = 0 ein Diffe- 
rential, das nicht durch bloße Differentiation aus einer zwiſchen 
zwei veränderlichen Größen gegebenen Gleichung hergeleitet 
worden iſt, ſo kann es ſich treffen, daß nicht 
ар _ 40 
dy dx 
ift. 
$. 239. Wenn für die Differentialgleichungen 
du = P dx + Q dy 
= P d 
ф a0 und 0 dx + Q dy 


EIS W Re ° dP 
dy ^" x iſt, fe heißen fit vollſtändig. Iſt nicht dy 


= p fo heißen fie unvollſtändig, oder fie find gar un 
richtig. 
2 
Ex. 1. Es fey du = dr. 
Hier iff P = >: unb Q — ebe 
Differentiirt man nun P, als fey bloß y, und Q als fey 
bloß x veränderlich, ſo erhält man 


6x 
dP = "RE 


unb dQ — neis 
UE. 6x 
Alſo ift "dy a ya 
dQ 6x 


Die gegebene Differentialgleichung ift alfo vollſtändig. 

Ex. 2. Es fey = a. 

Man differentiire, ſo erhält man 
ydx—xdy 


y: E 


= 4443 — 


Hieraus bekommt man, wenn man auf beiden Seiten mit 
y? multiplieirt, 
y dx — x dy = 0. 


Setzt man nun P — y, und Q = x, (0 findet man 
ар 3Q 
т Кс леа, 


Alſo ift die Gleichung y dx x dy = 0 kein vollſtändiges 
Differential. 


Aus der Gleichung = zu = = 0 findet man, wenn 
· y und Q = GC geſetzt wird, 


$. 940. Nach dem Bisherigen kann man auch Funktionen 
von mehr, als zwei veränderlichen Größen differentiiren. 
Exempel. Man ſoll differentiiren: 
1) x+ y + 2. 
Man ſetze x +y = v, fo ift 
ars = FG Xx) 


= dv + dz 
= d(x + y) + dz 
f = ах + dy + dz. 
г 9) XyZ. А 
Setzt man xy = v; fo ift 
"erg = vz З 
d (хул) = zdv + vdz x E 
Ad () f Ay dE 
= zy dx + zx dy ＋ xy dz. 
3) Xr. и 


Man ſetze xayr = 2, 
alfo xayî = vr, 
fo ift d (xy) = 2. pyr-idv + үйд 
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== z, pvr idv ＋ v"; d (xqyr) 
== pxdyrv!dv-- er, qxq—iyrdx + ere. ryr-idy 
== рх#угү' 109 + qv*yrxa-idx + rWXdyr-Idy. 


I I = 
Sechſtes Kapitel. 


< pe der Differentialrechnung auf die Lehre 
ne vom Größten und Kleinſten. 


$. 911. Wenn y eine Funktion von x ift und für einen 
gewiſſen Werth des x der zu demſelben gehörige Werth des y 
größer oder kleiner wird, als die zunächſt vorhergehenden und 
nachfolgenden Werthe des y, die zu sch und x K gez 
hören, fo heißt der größere Werth des y. ein Größtes 
(Maximum), und der kleinere ein Kleinſtes (Minimum), 
wenn jener gleich nicht größer, und dieſer nicht kleiner iſt, als 
jeder vorhergehende oder jeder nachfolgende Werth für y. 

Durch Zeichen läßt fid) die Sache {о darſtellen. Es fey 
у = f(x). Man ſetze ſtatt x nach einander a, a — k, a+ k. 
DI nun ſowohl f(a— 4), als auch f(a--h) kleiner, als f (a), 
fo if É Ca) ein Größtes; ift aber f(a—h) ſowohl, als f (a) 
größer, als frai, fo ift Еа) ein Kleinſtes. 

Ex. 1. Es fey у = b— (а . Man (еве. < zuerſt 
== a, dann = a— К, und endlich — a+k. Im erſten Fall 
erhält man y = b, im zweiten y = b k, im dritten 
y = Ь — k. Für x = a wird alſo y ein Größtes. 

Ex. о. Es (ey. d EECH Setzt man x nach 
einander — a, a—k, a+k, fo werden die dieſen verſchie⸗ 
denen Werthen des x entfpredjenben, Werthe des J um b, 

b 2, b 2. Alſo ift für x = a das y ein Kleinſtes. 

$. одо. Es gibt Funktionen, welche keinen größten oder 
kleinſten Werth erhalten, man mag x annehmen wie man will. 
Von dieſer Art ift z. B. die Funktion хэ +, welche mit den 


- 


== "AB ov 


wachſenden Werthen für x beſtändig wächſt, und mit den abe 
nehmenden beſtändig abnimmt. 

$. 943. I. In y = f(x) (еве man das einemal * ＋ K, 
und das andere mal x — k {ан х. Man erhält nach dem 
Taylorſchen Satze 

Gë die erſte Setzung 

er cj 
= y1 5. 1.9 dx ces 
und ar 45 zweite : 
BR RS TEST. NA 
y =y- EET 1.2 ах? 1.2.3 dx 1.2.3. ^** 

II. Man nehme für k einen Werth an, der klein genug 
iſt, um die Summe aller Glieder nach dem zweiten in den 
Reihen für у, y" kleiner zu machen, als das zweite Glied in 
jeder der genannten Reihen ($. 29. 30.). Nach dieſer Voraus⸗ 
ſetzung mag alfo die Summe der nach dem zweiten Gliede folz 
genden Glieder poſitiv oder negativ werden, ſo ändert das die 
Eigenſchaft des Poſitiven oder des Negativen des zweiten Glie— 
des nicht. Iſt nun ir eine bejahte Ger, fo erhält man für 
y einen Werth, der nes und für y" einen, der kleiner ift, 


dy 
als y; und ift J. eine verneinte Größe, ſo iſt der Werth für 


dy K 


u 1.2.3. 


T. * 


y kleiner und з у" größer, als y. Folglich kann, wenn 3 


eine bejahte oder eine verneinte Größe ift, y weder ein Größ⸗ 
tes noch ein Keith ſeyn. 

III. Man ſetze J =” o, und ſuche den aus dieſer Vor⸗ 
ausſetzung ſich کک‎ Werth des x, Er heiße k. Man 
ſetze, er ſey möglich. 

IV. Da d: = 0 ift, fo bat man nun 
dc k? day ks diy Ka 
Si n2 431358 ахл 1.9.3.4 

E o dy K3 ا‎ Bi 


und y'=y+ 5 dx?'4.9 dxs 1.2.3 3T dx dxi 1.2.3. 1 


— ++» 


10 
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Hier läßt fid) h wieder fo quete daß die Summe aller 
Glieder, welche auf das Glied 455 14 folgen, kleiner ift, 
als dieſes Glied, das in den Reihen für y unb y" immer eiz 
nerlei ift, mam mag x + É oder x —k für x in f(x) ſetzen. 


Man ſubſtituire den in III. für x gefundenen Werth in den 


d? : j 
Aus druck für az Hierdurch erhalte man einen negativen 


Werth für gr In dieſem Fall ift alſo ſowohl у als y” 
kleiner, als y. Folglich der Werth des y für x = f ein 
Größtes. Findet man bei der SS des für x gefun- 
denen Werthes f in den Ausdruck 7 2 für ече Aus druck eiz 
nen poſitiven Werth, ſo iſt бйз" ; A y. größer, als y. 
Folglich macht in dieſem Fall x = f dag y zu einem Kleinften. 
Ex. Es fe) y = х5 — 5x1 + 5x3 + 1, 
alfo 4 т == bah — 90x3 + 15x? 


und is = 20x3 — 60x? + 30x. 
Setzt man ==: 
à = $х% — 20x8 + 15x? = 0, 
fo erhält man 
2 
ЭО 1) x = 3 
9g) x -— 45 


EK Subſtitution des erſten Werthes für x in den 


Е d?y 
= bekommt man 27 У — 90, und durch Cub 
"lA. 
ſtitution des zweiten in den Ausdruck für dui 


Durch den erſten Werth für x wird alfo y ein Kleinftes ; 
durch den zweiten ein Größtes. Im erſten Fall it y = 
— 965 im zweiten y = +2. 

Bisweilen erhält man gleich bei der Differentiation für 


d?y „ e 2 $ ; 
i eine beſtimmte Größe. Die Beſchaffenheit derfelben zeigt, 


ob y ein Größtes oder ein Kleinſtes feo. Aus der Funktion 
prey zk Zä 


erhält man 
dy 
" hab D 
d?y 
dx: 7? 
und x = — š. 


Die Funktion y wird alfo für x = — ein Kleinſtes. 

Wäre x = f unmöglich, fo könnte, wie leicht zu begrei- 
fen iſt, ebenfalls kein Größtes oder Kleinſtes ſtatt haben. 

Ex. Es fey у = xš — ax? + bx — c. 

Man findet hieraus 


22 
A 3x = дах + b 
d2y 
6 
dèy 
(c 
d 
Setzt man nun i == 3х° — 9ах +b = o, ſo erhält 
man 
| ES, 
ya Y: ml 


3 
2) aud атт Lat Зр). 


Hier gibt es, wenn a < 3b it; weder ein Größtes noch 
ein Kleinſtes. 

V. Findet man das =: in IV. = 0, fo fann man пой) 
nicht wiſſen, ob y ein Größtes oder ein Kleinſtes, oder ob es 
keins von beiden werde. Man ſetze, es fey 27 = 0, fo ift, 


da auch J. = 0 ift, 
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d3y ау Ка 
yaytı: d TASA 
ў она шу E 
und y == У 53° 123 dxÀ IZ J A 
Wird nun, wenn man den für x gefundenen Werth in 
den Ausdruck für da fegt, letzter eine bejahte oder eine vers 


neinte Größe, ſo ergibt ſich durch Wiederholung der Schlüſſe 
in I., daß y weder ein Größtes, noch ein Kleinſtes ſeyn kann. 


d3y 
Wird aber 2 Y = = о, und 23 Art wenn man in daſſelbe f Gan 
x ſetzt, eine bejahte oder etie verneinte Größe, fo 5 die 
Schlüſſe in IV., daß für einen bejahten Werth des 4 Z das y 


ein Kleinſtes, und für einen verneinten ein Größtes un. 
Ex. 1. Iſt М = b + (x — aš), fo ift 


а . 
d? 

Ta = 3. 2. )x a) 
d? 

di = 3.2.1. 


Setzt man nun ar = 3(x—a) = 0, fo findet man 


2 
х == a, Dieſer Werth für x macht aud) SC = 3.9.(х—а) 
3 
zu Null. Da nun SI = einer beſtimmten Zahl it, fo it 


für die Funktion у = b + (х — а)з weder ein Größtes, noch 
ein Kleinſtes möglich. 


Ex. 2. Aus у = b — (x —a)4 erhält man 


arg: 
de: 4. 3. — a)° 
dot —14.3.2.(x — a) 


ems = —1,3.2.4 


= 19 = 


Das £ A- eh = 0 gbtx = а. Diefer 
dy d d, 
dx2/ dai 
nun ber Werth für 9 Y eine verneinte besamt Zahl ift, fo 
wird y ein Größtes für * a. 

= VL Sollte ber Werth f ee den — für 
à ſondern auch den Ausdruck für de zu Null machen, ſo 
müßte, s den Werth von x == f aud) noch in den Ausdruck 
für 4 Z ſetzen. Je nachdem nun hierdurch der Ausdruck fuͤr 
£ i 


Werth für x * 1 Ausdrücke für zu Null. Da 


zu SCH würde oder nicht, könnte ein Größtes oder ein 
Kleinstes фай GE oder nicht. Bei der Zunullwerdung des 
Ausdruckes für J fände ein Größtes ſtatt, wenn man bei 


der Setzung des TS fin bei Ausdruck für 5 eine ver⸗ 


neinte, und ein Kleinſtes, wenn man bei dieſer Setzung 
eine bejahte Größe erhielte. 


Wie man weiter zu verfahren hätte, wenn КЕ 7 = 0 
würde, das ergibt (id) aus dem Bisherigen zur Genüge. 
Ex. Es le y = aH + (x —#)5 + x — £^ + с. 
Alſo . = (х—#)5.[6 (x— f) + 5 Aal. 
Setzt man 6(x—f)* + 5(x — f) +ñ = P, fo erhält 
man ferner 
dy з. ер f» Ё 
— = 6(x—f)P +6(x—f)?. Trap. = 
I. GP AG SF Loc. ا‎ = Е. 


3 
4 = 0, ET in; aber 


Fur x — f wird Z= o, dxs 


— 150 = 
E = GP. Alſo wird y ein Größtes oder ein Kleinſtes, je 
nachdem 6. P verneint oder bejaht ift. 
$. ола. Nach den bisherigen Vorſchriften läßt fi auch 
unterſuchen, ob und in welchen Fällen die eine unbekannte 
Größe in einer ungeſonderten Funktion zwiſchen den zwei Grófz 
fen. x und y eim Größtes oder ein Kleinſtes werde. 
Ex. Es fey y — 2mxy + x° a = 0. 
Aus dieſer Gleichung, in welcher man das y als eine 
Funktion von x betrachten fann, findet man 


dy E any EAE 
СЕ x: mx 
Hieraus bekommt man, wenn man 4 z ==: 0 ſetzt, 
X. 
y = —. 


Um den Werth von x, der ein Größtes oder ein коз 
fte$, im Fall ein folches Statt findet, gibt, zu erhalten, muß 
man den hier für y gefundenen Werth in die gegebene Glei⸗ 
chung ſetzen. Man erhält hierdurch 

X 


dt qus. 
md 
tb x = —+ 
u Kam ze ral: 


Alſo ift nun 


— m: ° 


Das zweite Dine der gegebenen ea ife 
deg. . my —y--(x— ux) e 
dx? s; (y— mx)? А 
Nun ift aber angenommen, daß 9. — 0 ift, und aus die⸗ 


fer Annahme bat (id) ergeben y = =. 


Alſo ift 
x x 
m? рыз. а. 
` d’y = m?y — y m m 
di: ` rmx)? (у 
m. 
x 
i mx — E 
(mas): 
= - mx 
N 
F 
Є 
m 
= yd = ; ` 
хф Gei 
nu 4 
m š а 
x(1—m)' 
Hieraus finde man, wenn man für x Loge Werth ſetzt, 
ze — m mr 
ахх 1 — m2 ` — 78 m?a? ` 
Alſo ift Ké 
d*y St 
9а? а. RES 
dee 
ge keen 
ma : 
Alſo erhält y einen größten Werth für x= + дашы» 


з ma, 
ds vAa— m): 
Werth ift Fam) und kleinſter Fe 

Es ift klar, daß, wenn ein größter oder ein kleinſter 
Werth für y fatt finden fol, m° kleiner, als 1, alfo m ein 
echter Bruch ſeyn muß. 

$. 245. 1. In der Funktion u — f(x, y) können für x 
und y alle mögliche Werthe geſetzt werden. Vorausgeſetzt nun, 


und einen kleinſten für x — — Des y größter 


| 
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daß für u — f(x, y) ein Größtes oder ein Kleinſtes ſtatt 
finde, gibt es unter allen möglichen Werthen, welche man für 
x und y {eken kann, nur gewiſſe beſtimmte, welche u zu ei 
nem Größten oder einem Kleinſten machen. Wüßte man von 
dieſen beſtimmten Werthen für x und y, den für y, fo könnte 
man den Werth für x nach den bisherigen Lehren beſtimmen. 
Denn alsdann wäre y unveränderlich und u eine Funktion 
bloß von x. 
II. Man ſetze in u = f(x, у) das y beſtändig und das 
x veränderlich und beſtimme den größten oder den kleinſten 
Werth, den u unter dieſer Vorausſetzung haben kann. 
Ex. Es ſey 
u = х? + xy + y? ах — by. 
Hieraus erhält man, y beſtändig geſetzt, 
x = 9х уа, 
„Sept man nun | 
2 yam 0, 
^ befommt man к. 25 
z = 


EN 


== за — A. 

Die Funktion u wird alſo für x = da— 4 ein Größ⸗ 
tes oder ein Kleinftes, falls das eine oder das andere für die⸗ 
ſelbe ſtatt findet. 

III. Wenn man den Werth von x, der ſi ich unter der Vor⸗ 
ausſetzung, daß y beſtändig ſey, aus u = f(x, y) ergibt, 
in u = f(x, y) fest, fo erhält man den größten oder klein⸗ 
ſten Werth für u in einem Ausdruck, der, außer beſtändigen 
Größen, bloß y enthält. 

Ex. Setzt man за — iy ſtatt x in u = X ＋ xy + у? 
— ax — by, fo erhält man 

u = — a + Ga — b) y + iy 

IV. Da nun aber y, obgleich als beftändig angenommen, 
doch noch unbeſtimmt und veränderlich iſt, ſo iſt das gefundene 
Größte oder Kleinſte eine Funktion von y. Aus dieſer läßt 
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ſich, nach den frühern Entwicklungen, das größte oder kleinſte 
u unter der Vorausſetzung finden, daß auch y veränderlich iſt. 
Ex. Aus 


u a а b) y + 352 (O) 
bekommt man 


d 

dy шал OY 
In 

* = + 


Setzt man nun 


ſo ergibt ſich 


Die Funktion (O) wird alfo für y 2 E ein Kleinstes. 


V. Man erhält hierdurch das größte oder kleinſte u unter 
der Vorausſetzung, daß ſowohl y, als x in u = f(x, y) vor 
änderlich iſt. i 

Ex. Die Funktion 

u = х? ＋ xy + y? — ax — by 


. . H Lei x b 2:3 i — À 
wird ein Kleinſtes für y = uu ums 


und x = 2 Man 
erhält dieſen Werth für x, wenn man in den Werth für x 
in (II. Ex.), den Werth für y in (IV. Ex.) ſetzt. 

Ex. Eine Zahl a in drei Theile fo zu theilen, daß das 
Produkt ihrer Quadrate ein Größtes ſey. 

Iſt der eine Theil x, und der andere y, ſo iſt der dritte 
&—x—y, und das Produkt der Quadrate der Theile X 252 
(a—x-— y)». Alſo ift 

age ЖУ? (ант El, 
Hieraus folgt, wenn y als beftändig angenommen wird, 
ры = 2ху? (a—x — y) (a — 2x — y). 

Dies muß = 0 geſetzt werden. Da aber keiner der Theile, 

in welche a getheilt werden ſoll, fehlen darf, ſo darf weder 


== 46h ` 


x, noch y, noch 8 — aber werden. Alſo muß 
man ſetzen 
ET; 
Hieraus ergibt fich 
‚X == +a — ly, 
Setzt man dieſen Werth für x in u — х?у?(а—х——у)?, 
fo erhält man 
uem уз. (ачула 
Man findet hieraus 
5 =y G BE Ga — Ee, 
Setzt man beten Ausdruck = 0, fo bekommt man 
Фу? 4a — 4y)3 == оу Ga — 04. 
Dies gibt 7 — ja. 
Э Es ift ferner 
ал = a. Qa — I ر‎ 9 a y da суй. 
Wenn man hierin у = 3a fekt, fo bekommt man 
£u 3. Sa 
dy! 81 81 
Setzt man +a ſtatt y in x = K iis fo erhalt man 
Ta. 
Alſo wird u = x?y2(a — x — ein Größtes für x 
ja, und y = a. 


Siebentes Kapitel. 


Von der Bedeutung des in manchen Fällen gefun- 
denen Ausdrucks 2. 


$. 236. Manchmal macht bei einer gebrochenen Funt- 
tion von Einer veränderlichen Größe ein beſtimmter Werth 
der letztern ſowohl den Zähler, als den Nenner der Funktion 


zu Null. Hierdurch erhält man den Ausdruck о. Diefer fann 


== ОБ = 


jede Größe bedeuten: eine чш, eine ee große, auch 
Null. 


Gr. 1. Es fey y = 


= und man fee x = a. Man 


Bet hierdurch y 0. Es iſt aber auch y = EDET 


а — . 
= a+ x. Für x = a ergibt fi y == 9a. Alſo ijt hier 


0 
z me. Фа 


0 


° 


; 22 — 
Ex. 2. Setzt man y — A und x — a, fo erhält 
(adx)(a—3).. а--х e 
(a—x) (а—х) |. a—x 
a 


° 
Hieraus erhält. man, wenn x = a Teb wir, К 


шап у = Nun ift u pi 


= 0. Alſo ift hier 0 == бо. (8) 
(a— х)? (a — x) (à — x) 
Er. 3. 8 (нй ин S) aq > 


finder. man für x = а ben Ausdruck. 0 "E. 0. 


$. 27. Aufg. Sowohl (Y, als auch F G) 
werde für einen gemiffen Werth von x zu Null; 
man ſoll beſtimmen, was ee dieſer Voraus: 
feßung der Werth des Bruchs FG fe». 

Aufl. Setzt man x + k ftatt x, fo erhält man 
Ex WERT 3 ке. 124 d3f (x) а 


1.9.0x? 4.9.3.dx3' 
F (x+) = F GƏ + Oa ра 1 Ey Mi 
Der Kürze wegen fege man — P, E N- , 
* rii i ABE = = р, Sec? B5 4, 
PF) ` 


We С eg ау, ШЫ 
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Alſo ift зи» (20% 
feth f (x) -+ pk + RIH ark 1... 

Fh EOF pW ча Phasa L... (О) 

Nun fehe man x = а, Da hierdurch fomob f GO; als 
auch F (x) = 0 wird, fo kann man beides aus bem Aus⸗ 
drucke (O) weglaffen. 

Man bat alfo 

f@+b pk - Aq Fik... 
F(a--l) pk TAE direk... 
Durch die Divifion des Zählers und des Nenners dieſes 
Ausdrucks durch k bekommt man 
С 2 9 нй р+к rk +... 
Е (a 0 p TAE +... 
Nun fey k = 0. Dann ergibt fid) 
frai p _ df(x):dx o 
Е (2): p dF (x): dx ° 

um alfo ben Werth des Bruchs ү; E fir den Fall zu 
finden, daß für a ſowohl der E als der Nenner 
verſchwindet, ſuche man die Differentialguotienten э und 
X fege in denſelben x = a, und dividire ben p dieſe 
Weiſe aus des gegebenen Bruches Zähler abgeleiteten Aus⸗ 
druck durch den aus dem Nenner hergeleiteten. 


f — xn 
Ex. 1. Es fey PS = — und x = a, 
Alſo або == —nxn—1 
und ire =н. mxm-i, 
x 
ee d£ (Sy dx орды 
Folglich dF (x): dx == 1 X 
sii DO ыы. dd 


F (a) m 


š — 457 — 


Ex. 2. Es fey FO dA. ———, wo т die halbe 
Co t= ° 
Peripherie des Kreiſes e und x = a 


Es iñ 4® = 


und dF (x) = d б = = 2a 


т 


dF (xY 
= (En my да, (Sina š 


af (H: dux XC) = 


dF(x):dx — z 
E 
Folglich Einen: 
Ex. 3. Es fey SÉ = = und x = o. 


Es ift — Se = ах, Ig a — bx Ig b 
= p 
dx 4 
df (x) : dx 
dF (x): dx = ax. Ig a — bx. Ig b. 
TERIO C 
Folglich Fo” lg a — Ig b. 
$. 218. Es kann geſchehen, daß für x == a fomobl p 
als pi = 0 werde. In dieſem Fall ۴ 
EE EE 
Pot ` FER. 
d f(a) e = def (x)— Kä 
und F) = ASS o E 
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Auch bier muß in dem Differentialquotienten a ſtatt x qez 
ſetzt werden. 
3 


[4(a3-+x3)]J —ax—a? 
š [Í d erth von —— ⁊ 
Ex. Man foll den Werth von ` y^ Тә. (Fx — x —a 
für x = a beffimmen. 


Hier ift 
S = e a TER (40 
x (a3 + хз)? 
жа 9°, 2° .х — (а? EX (BJ 
(a? ＋ x?)* 
Setzt man hier x = а, fo erhält man 
f (a) =°. 
ER) < 
Man hat alfo 3° RIO, und a TP zu ſuchen. 


Aus CA.) ergibt (id) d > = 


er aget [4^ ax? aas LxB) J. an 


(a3-+x3)? (a3+x3)? 
(аз + хә)? 
und aus (B.) = eis = 
(a? E x?)*[9* — ——]— [27 * (az хт). —— 
me зу i (a? E х?у? 
а? + x? 
Setzt man nun x = a, fo bekommt man 
fa) _ 
Era = 


Wären für x = a auch q und q' jedes — o, ſo erhielt 
man 
an 5 df (x) : dx? 


Fo) 7r dF GO drs 
u. f. w. 


— 1 59 xs 
$. 949. Durch das eben auseinandergeſetzte Verfahren 


läßt ſich in manchen Fällen der Werth von a nicht beſtimmen. 
Man nehme z. B. an, man ſolle den Werth der Funktion 


S tuy 


für x — a finden. 


(x — a)? 
Hier ift 3 SR Зх. (x? — a?)* 
an) _ аа 
m SICK a) 
df (х) : dx Зх (x? — a? ® 


dF (dx 4 (x — a) 
Setzt man in dem letztern Ausdruck x = a, fo erhält 
man 


Tío 0 
F(a) — 
Durch weitere Differentiirung befommt man 
IO. yt e RUP 
dx е (х? i" a2)" 
A 
(x? — at) 
SES). ig LC 
E (х — a)? 
: 3 (x* — а?) J- 3x? 
df (x): dj? —— (x*—a25 
актуу т d 1 
š * а)? 
e са о к ү = ay 
(x? — аз)? 
Hier findet man wieder für x — a 
fa) o 
F(a) 0 
Man ficht wohl, daß, wenn man ac SCENE und 


den gebrochenen Bruch, der ſich hierbei für TECLA e 
n gebrochenen Bruch, der fich hierbei ir a a 2 
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gibt, auf einen einfachen zurückführt, man für e ES 
einen Bruch bekommt, deffen Zähler die Potenz (x? — a2): 
und defen Nenner die Potenz Сх — a): als Жы) enthält, 
und daß man alfo für x =a wieder Y & d = o met u. f. w. 
SE das folgende Verfahren läßt i —— der Werth 
von - о finen. 


: 250. Die beiden занн гө e? F (x) werden 
jede für x = a zu Null, daß alfo 15 = s ift. Man fege 


in et ſtatt x, a Fk und entwickle in feo fowohl den 
Zähler, als den Nenner in einer Reihe, die nach k forte 
ſchreitet und ſteigend iſt. Die Entwicklung geſchieht nach dem 
binomiſchen oder dem polynomiſchen Satze. Man erhält, die 
Entwicklung allgemein dargeſtellt, durch dieſelbe 

fap Аһ= 4 Bla + Cle - 

Fiat ^ АЖ ВАСА... 

Die Potenzen von k ſteigen in der Ordnung, in welcher 
fie hier auf einander folgen. Iſt nun m = m“, fo wird, wenn 
man den Zähler und Nenner der Entwicklung durch km pi 
vidirt, 

: fa+k) А EB 4- Cem . 

, Pot XT BI Cat 
Setzt man nun k = 0, fo erhält man 
Fi 
FE. is A 
Sft m > m^, fo wird 

f(a--k) _ Alm—m¿ L Bhn-m/ + Cle-m +... 

Fato А” F Birmy Chem + ... 
UI N 


— Ө — 


Iſt endlich m < m^, ſo ift 
а DL А + Bhn—m 4- Chat, 
F(a + №) Am, m + Bun + Cm... 
und FCD = ^ — 00. 
Ex. Es fey m = ABE Man erhält, wenn 
(х) (x — a)? 
man a+ ſtatt x fekt und entwickelt, 
f (a + 1) — Qak Фак + KN 2 
F(ack) ` k? 
Qual) +3. (aL. ke A. f. Sal. hat 
kz 


Man finder hieraus 
FS = (дау. 
$. 951. Der Zähler und der Nenner eines Bruchs FA) 
werden bisweilen für einen beſtimmten Werth а des x zugleich 
unendlich. Um zu beſtimmen, was in dieſem Fall ein ſolcher 
ER TN 


FG) 
Bruch bedeute, bedenke man, daß 100 = 
fix) 
letzte Ausdruck wird für x = a zu 0 0 und der hier angeführte 
Fall iſt alſo zurückgeführt auf den im Vorhergehenden erör⸗ 
terten. 


iſt. Dieſer 


Er. Für x=a wird SC a en? 


Š ¿(x — a) 
= 90 Man leitet aus dieſer Funktion die ihr gleiche 
E EHEN Aer, welche für a mi 
(x? — аз} 
0 
0 wird. 


11 
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$. 252. Manchmal wird in einem Produkt P. O, deffen 
Faktoren Funktionen von x find, für x — a der eine P — 0, 
und der andere Q — 00. Was ein ſolches Produkt bedeutet, 
läßt ſich ebenfalls nach dem Vorhergehenden ausmitteln. Es 
iſt nämlich 


NO E, Alſo für = а 
Q 
P 0 
Q 


Ex. In dem Produkt (a — x). Tg si in welchem т 


die halbe Kreisperipherie für den Halbmeſſer — 4 bedeutet, 
wird für x = a der Faktor a— x = 0, und der Faktor 


Tg = == 00; man foll den Werth dieſes Produkts für x = a 
beftimmen. 


Hier Р.О T = — = 1 
б Got — 
Q Ta 2 

= 


(Siehe $. 247. Er. 2.) | 

$. 253. Manchmal werden zwei Funktionen P und Q von 
x für einen beſtimmten Werth des x, jede, unendlich unb man 
kann wiſſen wollen, was in dieſem Falle P — bedeute. Hierz 
her gehörige Fragen laffen fid) ebenfalls auf die früher erörter: 
ten zurückführen. 

Er. 1. Es fey P — Q = 
* == 1 zu 00 — 00 wird. М 

Man bringe die beiden Brüche unter einerlei Benennung. 


Hierdurch erhält man P — Q — nn Dieſes wird für 
0 


1 z * 
ч, jagt welches für 


=  — 


Ex. 2. Es fy P — Q = D — = Diefer Aus⸗ 


1 lg x 
druck wird = 00 — 00 für x = 1. 
Bringt man die beiden Brüche, aus welchen er beſteht, 
ec einerlei Benennung, fo erhält man P — Q = 


IIR d. i. einen Ausdruck, der für x = 1 zu 
9 wird 
g wird. 


Setzt man bier 1 + К ftatt x, fo bekommt man nach $. 950. 
ra L GAD GEE Dak 
F (1 + kK) klg (4 + 1) 2 
Es ergibt (id) hieraus, wenn man lg(1-]-h) durch eine 
Reihe ausdrückt, 
fath (11) (K— kz ＋ 4s — . . ) — k 


Fach) oe EE 
k+4 ih ier. 
R 
0—48. 


= елан е ==: иен 
Setzt man nun k = 0, fo finder man r +4 
P— Q fi x = +, 


ETT «ep 
E — щит тёш. Ber. 


Zweite Abtheilung. 


Die 


Integral⸗Rechnung. 


* — 


Die Integral-Rechnung. 


Erſtes Kapitel. 


Grundlehren der Integralrechnung überhaupt und 

Integration der algebraiſchen Funktionen von Einer 

veränderlichen Größe durch endliche Ausdrücke ine» 
befondere. 


e, 254. Erkl. Einer Differential⸗Größe Integral 
heißt die Größe, durch deren Differentiation die Differential⸗ 
größe entſtehen würde. Eine Differentialgröße integriren, 
heißt ihr Integral finden. 

Daß eine Differentialgröße integrirt werden oder man ſich 
ihr Integral denken foll, zeigt man durch den Buchſta ben f 
an, welchen man vor dieſelbe ſetzt. 

$. 255. Aufg. Man ſoll die Differentialgröße 
xudx integriren. 

Aufl. Die Differentialgröße x^. dx ift dadurch aus einer 
Funktion von x entſtanden, daß man mit кн man 
Operationen vorgenommen bat: : 

L Man bat den Exponenten der Potenz von x um 1 
vermindert. Der Exponent der Potenz von x "t го -— 1 
in der Funktion gewefen. 

II. Man hat die Funktion, nach етинин des Ex⸗ 
ponenten der Potenz von x um 1, mit n 1 multiplieirt. 
Folglich ift die Funktion durch n E dividirt geweſen. 

III. Man hat, was man nach der Verminderung des 
Exponenten der Potenz von x um 1 und nach der angeführten 
Multiplication mit n + 1 batte, noch mit dx multiplicirt. 
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Folglich ift bie Jem aus welcher das Differential x» . dx 
entſtanden iſt, Ee gewefen. 

Für die Integration der Größe xndx ergibt (id) demnach 
folgende Regel: Man dividire ands durch dx, addire 
zu dem Exponenten n die Einheit und dividire die 
(o entſtan dene Größe xti durch n #41; die Größe 


, welche man durch dieſes Verfahren erhält, 


spa 
ift das Integral von x^. dx, 
xn+1 
$. 256. Daß Tan, dx = u 29 davon kann man 


ſich auch — überzeugen, daß man —— i freier Das 


Integral Ii ift nämlich richtig, wenn E T xn. dx 
gibt. 

$. 957. Von y E ift das Differential Ъхзах, Hat 
man alſo das Differential bend, wo das Differential хах 
noch mit einer beſtändigen Größe b multiplicirt ift, zu inte⸗ 
griren, fo muß man das Integral von xndx noch mit b muk 
tipliciren. | | 

Ueberhaupt: Iſt ein Differential mit einer beſtändigen 
Größe multiplicirt oder dividirt, ſo muß auch ſein Integral 
mit derſelben Größe multiplicirt oder dividirt werden. 

$. 258. Aus der Differentialrechnung ift bekannt, daß 
bie, Summe oder der Unterſchied veränderlicher und beſtändiger 
Größen einerlei Differential mit den bloß veränderlichen Gröſ⸗ 
fen hat. Es if z. B. d (In +a) = nN 1. dx und auch 


d= тд®т}йх, Hieraus folgt, daß man einem Integral 


noch eine beſtändige Größe beifügen kann. Sie heißt die 
Conſtante und wird allgemein durch Const. oder C bezeichnet. 
Häufig iſt ſie willkührlich; oft wird fie aber auch durch die 
en einer кн beſtimmt. 


> —— 


$. 959. Es fey y = A+ C, wo A eine Funktion von 
x bedeuten fol, alſo y eine Funktion von x ift. 
Weiß man nun, daß y einen gewiſſen beſtimmten Werth 
b bekommt, wenn man x einen gewiſſen beſtimmten Werth a 
gibt, ſo kann man die Conſtante C beſtimmen. 
Für x = a werde A = 9, {0 iſt 
b = + C, 
alfo C = b — A. 
$. 260. Da das Integral eines Differentials diejenige 
Funktion iſt, aus welcher man das Differential herleiten kann, 
ſo hat man aus den Lehren der Differentialrechnung ohne Wei⸗ 
teres folgende Integrale: 
P dx == x | ©, 
IL fadx = ax + C. 


IL Mia «s 39 t SSE 
. f axndx = E 


IV. f/[vdu + udv] = ur+C | 


wo u und v Funktionen 
d4 — 
ү. u : udv 


eh von x fm. 
dx 

VI. es - UE 

VII. ES EE = lg a+b C, 
a.dx A хү 

үш. ri GED с. 
bmxm-1d. 

IX. fx gus = eath) О, 


a dx x 
OINP Uy GE 
d 
XI. [gri = lg [x + T2 (a + x?)] — C. 


d a a? — x? 

XII. Ga ms сес 

"s ig Er =) 
l6 G E V^(a — x) ` 
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XIII. fn 0 . м = (ls x)" + C, 

XIV. fe == lglgx- С, 

XV. Ee Ig a., dx = ах ＋ C, 

XVI. Jex. dx = ех + G; 

menxdx = emx ＋ C. 

XVII. f (4 + Jg x) ххх — xx ＋ С, 

XVIII. Coſ x dx = Sin x + С. 

XIX. f. Sin x. dx == — бох + С 
= Gin verf x + С. 

XX. Гох. dx = — Cof verf x + C. 


XI. n See x?dx = х} €. 


Sin x. dx 
XII. == ў{ 
X J^ Ge Sec x 
dx 
Coſec dd = — Cot x. 
Cot x. dx 
XXIV. . = = Cofee x+ G; 


Coſee x. Cot x. dx =, — Coſee x + €. 
XXV. fatu ie Git y . C. 


XXVI. f van” — are, Gof y + C. 
XXVI. f Vy = arc. Sin verf y + C. 
XXVHL f; vri ys y = — arc, Gol verf y + С: 
XXIX. KT Zo == arc. у C. 
XXX. 75 ا‎ dy = arc. Sec y + C. 

dy 


RI n Cot y + C. 


I— WA — 


° 1 1 
XXXII. reg dy = arc. Coſec y + C. 


$ 261. Nach diefen Formeln laſſen fid) viele Differentiale 
integriren. Man muß aber den Differentialen, welche man 
nach denſelben integriren will, immer erſt die Form der im 
vorigen $, befindlichen Differentiale geben, wenn fie ſelbige 
nicht ſchon haben. 


Beiſpiele. 
I. Es iſt xs 
3 == Lu С = 4, x” C. 
1) SE dx eb + A 
RER 53211 > 20 
2) f5x^dx ETT == Зх" + С. | 
84х er 8х—3+1 p = rt, 
p d ᷣ ͤ Зал m 
10 dx 


1 10 = 
„ 0. 
II. Es iſt 


D fxd = mJ Š = mlgx + С, 


d 
20 р kaft . +>) FC. 
bx. Ig b. dx bx 
3) f bxdx = ur = у 
III. Es ift 


x 
re s= E F E 

NC ele WE r r ео 

y (r x ) x VA = 


arc, Sinž + C = — arc. Gof £ +C. 
a a 
d -.dx - dx 
adx с с 
2) Ir fy, д = f Ss gesch 
8 ＋ * EUR Beh 
AE 


D 
m (wo m = ус ift) 


OIS AIS 


I 
E 
т\б 
3 
mem 


dx 
IV. Es {еу dy = at bx + exi 


Um hier das zweite Glied des Nenners wegzubringen, 


ſetze man 


b 
X а= U — 


20 
Man erhält hierdurch 
b? 2 
a ＋ bx 4 сх? = аы cu? — bu + En 
; ' b2 
= а — TE — cu? 
und dx = du, ; 
52 
Alſo, wenn man a — s. A ſetzt, 


Durch Subſtitution dieſer Werthe in (ch) erhält man 


Mu ЕЕ ue 
se. e 4 T vi 


1 dv 


Sr Ac I + v*^ 
Hieraus ergibt fid 
y = V^ ase Ea v, 
und hieraus, wenn man gehörig ſubſtituirt, 
y i= gt. are. ди, Vz 


SEA Ac are. 206 ＋ 0 · UK 

$. 262. Da man das Differential einer Funktion von x, 
welche aus mehreren durch das Additions- oder Subtraktions⸗ 
zeichen verbundenen Gliedern beſteht, erhält, wenn man das 
Differential von jedem Gliede nimmt und die erhaltenen Dif— 
ferentiale mit den gehörigen Vorzeichen aneinander reiht, ſo 
findet man umgekehrt das Integral eines Differentials, welches 
aus mehreren durch das Additions- oder Subtraktionszeichen 
verknüpften Gliedern zuſammengeſetzt iſt, wenn man das In⸗ 
tegral von einem jeden Gliede ſucht und die erhaltenen Inte 
grale durch die erforderlichen Vorzeichen mit einander verbindet. 

Ex. Es iſt 

f (axm + bxn + cxi + far) dx 
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== Ј(ахейх + bxndx + cxsidx + fxrdx) 

axm+1 bxatl сха fPxr+i 
ah et = 

axm+1 1 * 1 

Ec = : 1, fo wird das = Sr Sa: === 
= а. cay Das Glied e ift aug dem Differen- 
tial axmdx entfprungen. Iſt aber in dem Differential axmdx 
das m = — 1, fo hat man faxedx = [ax-1dx — — 
= a. Ig x. > 

Daß diefe Erörterungen auch ihre Anwendung finden, 
wenn n, oder q, u. f. w. = —1 ift, bedarf keiner Erwäh⸗ 
nung. 

$. 963. Aufg. Ein Differential dy — P dx zu 
integriren, wenn P eine ganze rationale Funk 
tion von x ift. 

Aufl. Kommen in P angedeutete Multiplicationen vor, 
ſo vollziehe man dieſelben. Man bekommt hierdurch für P 
eine endliche Reihe von der Form Axm + BX Cx'-L.,., 
in welcher A, B, C,. .. beſtimmte Coefftcienten find. Mul- 
tiplicirt man dieſe Reihe mit dx, ſo erhält man 

de = Axmdx + Bx?dx + Cx dx + , 

d. i. einen Ausdruck, der (id) nach dem vorhergehenden $. inz 
tegriren läßt. 

Ex. 1. Es fey dy = (a + bx + ex?) , x3dx, 

Durch Befolgung der gegebenen Vorſchrift erhält man 

dy = axsdx ipe Sak И 


unb y — III 5 


Ex. 2. Es ſey dy gm ЕРЕ und p eine 
bejahte ganze Zahl. Die Größe (a+bx") läßt ſich in eine 
endliche Reihe entwickeln und diefe Reihe, mit dx multi⸗ 
plicirt, kann nach den bisherigen Vorſchriften integrirt werden. 


— — 


$. 264. Iſt dy = (a+ ban. dx, fo ift es nicht nöthig, 
daß man (a + bx)? im eine Reihe auflöſe, um das Integral 
von (a+ bx)". dx zu finden. Man findet es auf folgende 
Art kürzer. Es ſey 


а ＋ bx = 2 
Alſo (a + baim — z^ 
— z—a 
8 1 
ах = $ 
dy = i.n. dz 


Е + 
F +С 


a Ьхуп+1 
poet у == @ А Se 


In dieſem Falle fann n auch eine andere, als eine bez 
jahte ganze Zahl ſeyn, ohne, daß ſolches an den gemachten 
Schlüſſen etwas ändert. 

Das Differential dy = (а + bxn, x I. dx läßt fid) 
auf eine ähnliche Weiſe integriren, m mag bedeuten, welche 
Zahl man will. Man ſetze nämlich i 


a+ ban = z 
Alſo (a + bxn)m == zm 
yu 2 = a 
xn—1,dx = is 
fo ift dy = de 


e EC ET ad 


IO = 
oder 7 E z 
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$: 265. Aufg. Das Differential dy =P. dx zu 
integriren, wenn P eine gebrochene rationale 
Funktion von x ift. 

Aufl. Das Differential ſey 

T 
a + Вх + ух? + х3 4... rm ’ 

wo der in dx multiplicirte Bruch P ift. Der Zähler des 
Bruchs P, der auf ſeine kleinſte Benennung gebracht ſey, iſt 
von einem niedrigern Grad, als der Nenner. Wäre er es 
nicht, ſo könnte man den Bruch P in zwei Theile zerlegen, 
von denen der eine eine ganze Funktion von x, oder eine bes 
ſtimmte Größe wäre und der andere ein Bruch, in welchem 
die veränderliche Größe im Zähler nicht auf einen ſo hohen 
Grad ſtiege, als im Nenner. Man dürfte nur den Zähler 
durch den Nenner, beide nach der veränderlichen Größe ord- 
nend und hierbei den Anfang mit den höchſten Potenzen derz 
ſelben machend, ſo lange dividiren, bis man auf einen Reſt 
käme, in welchem die veränderliche Größe weniger Abmeſſun— 
gen hätte, als im Nenner, und zu der erhaltenen ganzen 
Funktion oder beſtimmten Größe einen Bruch ſetzen, deſſen 
Zähler der bemerkte Reſt und deſſen Nenner der Nenner wäre, 
durch welchen man dividirt hätte. Die ganze Funktion oder 
beſtimmte Größe, mit dx multiplicirt, würde ein Differential 
geben, das ſich nach den vorhergehenden Vorſchriften integriren 
ließe; der Bruch aber, der ebenfalls mit dx multiplicirt mer: 
den müßte, hätte im Zähler weniger Abmeſſungen, als im 


Nenner. Wäre z. B. gegeben E ſo erhielt man 


* — x’ ж —— 13 
Man braucht alfo hier nur ein Differential P dx zu betrach⸗ 
ten, in welchem P einen Bruch bedeutet, defen Zähler von 
einem niedrigern Grade iſt, als der Nenner, und der ein 
echter Bruch heißen mag. 


= UM — 


$. 266. Die zwei Ka س‎ I I „geben, addirt, 
die Funktion — SES em man in > Differential 
E 5 zu integriren, ſo ſieht man, daß man durch Zer⸗ 
legung des Bruchs uo LS in ux E ein Diffe⸗ 
rential (+ dx = 2 re OF erhält, wel⸗ 


ches nach den Formeln ($. 260.) integrirt * kann. 

$. 267. Die Zerlegung eines rationalen echten Bruchs in 
Brüche, deren Summe dem gegebenen gleich iſt, in Partial⸗ 
Brüche, iſt für die Integral-Rechnung von Wichtigkeit. 
Sie ſoll deßhalb im Folgenden abgehandelt werden. 

$. 268. Lehrſ. Läßt ſich der Bruch T deffen 
Zähler und Nenner rationale ganze Funktionen 
von x find, die fein gemeinſchaftliches Maaß bae 
ben, in VW zerlegen und ift B — V. W, fo kön⸗ 
nen auch V und W fein gemeinſchaftliches Maaß 
haben. 


А.Р. 
Bew. Aus Sim VY | 
NT 


und hieraus, weil B = VW ift, 
А = PW + У. 

Nimmt man nun an, daß bie Funktionen V und VV ein 
gemeinſchaftliches Maaß M haben, fo ift M auch ein Maaß 
für A. Nun ift auch M ein Maaß für B. Alſo wäre M ein 
Maaß für A und B, was gegen die Vorausſetzung iſt. 

$. 269. Lehrſ. Die Summe 

a 6х + ex?4-..-fxn—! TH mx J- nx? T. E pen 
a+ Вх ＋ yx? . Xn N Hash. TKS 
zweier rationalen echten Brüche ift ein echter Bruch. 

: 19 
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Bew. Bringt man die beiden Brüche unter Eine Be⸗ 
nennung, ſo erhält man 
; Cath, En D px sem) (EH E. APR) (ar Вх. ern) 

Nach der Vollziehung der angezeigten Multiplicationen 
ſteigt die unbekannte Größe im Zähler dieſes Bruchs bis zur 
Abmeſſung a + r—ı1, und im Nenner bis zur Abmeſſung 
nr. 

$. 270. Lehrſatz. Eine rationale echte gebro⸗ 
chene Funktion, deren Nenner ſich in zwei Fakto⸗ 
ren zerfällen läßt, die keinen gemeinſchaftlichen 
Faktor haben, läßt ſich in zwei rationale echte ge⸗ 
brochene Funktionen zerlegen, deren eine den ei⸗ 
nen und die andere den andern dieſer Faktoren 
zum Nenner hat. 

Beweis. Die gegebene Funktion ſey 

а ＋ bx- сх? E.. + bam 

32525 T, box) F px + wasay, СЕ mey ` 

Der höchſte Werth, den hier m haben kann, i n+r—1. 

Man feke, es fey 

a ＋ bx + сх? +., + kxm 

a + bx + cx? +.. + fxn—1 14-лих Hn +, pet 
æ -- Bx + yx? + .. d xxn aux + yx? E, KT ` 

Hätte einer von den angenommenen Partialbrüchen im 
Zähler nicht weniger Abmeſſungen, als im Nenner, ſo ließe 
er ſich in eine ganze Funktion oder eine beſtimmte Größe und 
in einen echten Bruch zerlegen und die Summe der angenom⸗ 
menen Partialbrüche könnte alſo der gegebenen Funktion nicht 
gleich ſeyn. Alſo kann die veränderliche Größe im Zähler ei⸗ 
nes Partialbruches nicht ſo viel Abmeſſungen haben, als im 
Nenner. Die veränderliche Größe im Zähler des erſten Par⸗ 
tialbruches darf alfo höchſtens m — 1, und die im Zähler des 
zweiten höchſtens v — 1 Abmeſſungen haben. 


= 49 = 


Die in den Zählern der Partialbrüche vorkommenden deut⸗ 
ſchen Buchſtaben bedeuten unbeſtimmte Coefficienten, und es 
kommt nun darauf an, nachzuweiſen, daß ſich dieſelben aus 
der angenommenen Gleichung beſtimmen laſſen. 

Man bringe die beiden Partialbrüche unter einerlei Bez 
nennung. Man bekommt fo 

ad-bx-rex?-p..-phxm yi E 
(a ＋ Вх ух? + .. F xxm. (А 4 их N E tm) O 
(arbx.r. бхаа) (лих. тх) их. Hb px UCR xx) 
Le + Вх yx? +. 4 Kn) (^+ x + vx? + „ort mx) 
Alſo ift 


а + bx + ex? +... lan — 
(Gc bx. хо) (дихат) (HM pxr7 D (a XT. Tuxn) 

Die letzte Seite Meier Gleichung ift die Summe zweier 
Produkte, in deren jedem die Größe x höchſtens nr —ı 
Abmeſſungen hat. In der Summe dieſer Produkte hat alſo 
x auch höchſtens m + r— 1 Abmeſſungen. Auch ift m höch⸗ 
feng n + r — 4. 

Die Summe der Produkte hat höchſtens nr Glieder, 
alfo auch höchſtens fo viel Coefficienten. 

In bieten Coefficienten ift eine unbekannte Größe weder 
in eine andere, noch eine in ſich ſelbſt multiplicirt. Die un⸗ 
bekannten Größen find bloß in bekannte multiplicirt. So find 
z. B. die unbekannten Größen a, b, e, . . Der Reihe nach 
multiplicirt erft mit A, dann mit , .. endlich mit ; ferner 
die unbekannten Größen l, m, n, . . p erft mit o, dann mit 
B,. . endlich mit x. 

Die linke Seite hat auch höchſtens n+ r Coefficienten, 
und die ſind alle beſtimmt. 

Endlich hat a F bx cx? . . + fxn—t höchſtens n un⸗ 
bekannte Größen, und L+ mx 4- mx? . . pxr-t. büód)ftend r. 
Die Zahl der unbeſtimmten Goefficienten ift alfo nr. 

Setzt man alfo die Coefficienten in der Summe der Produkte 
den Coefftcienten a, b, e, .. . k auf der linken Seite der Glei⸗ 
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chung, ſo wie ſie in einerlei Potenzen von * multiplicirt ſind, 
gleich, fo erhält man höchſtens nr Gleichungen. Eben {о 
viel unbekannte Größen ſind aber auch höchſtens zu beſtimmen, 
und ſie werden, da weder eine unbekannte Größe in eine an⸗ 
dere, noch in ſich ſelbſt multiplicirt vorkommt, aus einfachen 
Gleichungen beſtimmt. 

Coefficienten auf der linken Seite der Sleichung können 
— 0 ſeyn, d. h., es können auf dieſer Seite Glieder fehlen. 
Alsdann ift das zugehörige Glied aus der Summe = о. 

'$. 271. Hat man die Funktion in $. 970. in zwei 
Partialbrüche zerlegt, ſo kann man jeden derſelben, deſſen 
Nenner ſich in zwei Faktoren zerlegen läßt, die kein gemein⸗ 
ſchaftliches Maaß haben, wieder in zwei Partialbrüche zer⸗ 
legen. 

§. 272. Nach algebraiſchen Gründen läßt ſich 

А + Вх + Сх? 4...4 Вха-1 4 Ban — 0, 

als ein Produkt aus n Faktoren von ber Form р — qx be 
trachten, wo denn x eine beſtimmte Menge von Werthen hat. 
Hifo läßt fid) auch die Funktion 

А + Bx + Сх? ＋ . . 4- Rxn-1 Sya 
als ein Produkt von n Faktoren von der Form р — qx an- 
ſehen. Dem x kommt hier jeder beliebige Werth zu. Das n 
iſt eine bejahte ganze Zahl. Unter den Faktoren von der Form 
р — qx können gleiche und unmögliche vorkommen. 

$. 973. Jede Funktion, wie die in $. 270., läßt fid) 
in fo viel Brüche von der Form —— * wo A eine beſtimmte 


Zahl bedeutet, zerlegen, fo viel einfache ungleiche Faktoren 
von der Form p — qx ihr Nenner hat. 
$. 974, Aufg. Man foll aus dem gegebenen 


einfachen Faktor p—qx des Nenners N einer 
rationalen echten gebrochenen Funktion den Zäh⸗ 
ler A des einfachen Bruches „der zu die⸗ 
ſem Faktor gehört, finden. 


Pem ss. 


== ` E `" 


Aufl. Es fey 
N = (p qx). S, 
wo S eine ganze Funktion von x bedeutet. 
Der Faktor S gebe bei der Zerlegung einen Bruch, deſſen 
Zähler die ganze Funktion oder die beſtimmte Größe P ift. 


Nennt man nun den Bruch, der zerlegt werden ſoll, N fo ift 


X cc M 
NM а 7@-m8’ 

се ET гр 
05 7 (p—q9.8' p—qx 

M —AS 

^ RE Ср — qx) .S` 
: M—AS 

ih P = =. 

Folglich r= qË 


Da P eine ganze Funktion oder eine beſtimmte Größe 
ift, fo muß fi M — AS durch p — qx ohne Reſt dividiren 
laffen, oder p — qx muß ein Faktor von M — AS ſeyn. 

Wird dieſer Faktor in M — AS gleich 0, d. i. ſetzt man 
in M und S in dem Ausdruck М — AS {цит x die Größe E 
fo wird M — AS = o, und 

M 
A = 8 

Man findet alfo A, wenn man in M und S ſtatt x die 
Größe E ſetzt, und M durch s dividirt. 

$. 275. Sucht man nach dem in $. 274. gefundenen 
Verfahren für alle Denominalfaktoren von der Form p — ax, 
die hier als alle unter einander verſchieden angenommen wer⸗ 
den, die Zähler, ſo erhält man alle einfachen Brüche, deren 


Summe F ift. 
A Же Eee A 
Er. = fey N R- „(IX ski" 
Hier ift M = 1 + x? 
N = xG + x) (t — x). 


— 182 = 


L Der Faktor p — qx fey = x, alfo p —0, q= —1, 


x = = 0, 5 == 1— х?, Dan erhält Se wenn man 
ben pr des P für x in M umb S ſchreibt, M s= 1 N 
Der Faktor p— qx fey = 44-х, alfo poe 
EN — 1, x = = —-1, 8 —x-— x Hieraus ergibt 
fih, wenn man den Werth des für x in M und 8 ſetzt, 
M — 2 — : — A 
8 7 "фазом 
III. Der Faktor p— qx fey — 1— x. Man findet 
: 9 
hieraus PES A6 
pex — 4 1 1 
Alſo ift ЕЕ Чыры y Tx ee 
$. 276. Sollte man alfo sio ka integriren, fo würde 
man ſetzen tien 2 
otros hasa E атта 
WO Nee x Zi p Dk AGE 
Hieraus ergäbe fid) 
уа 4 Š 
yis IE ех ( -l (1—x)+C ($, 960.) 


$. 277). Läßt fid) des Bruches 
A + Вх + Сх? 4... + Dani 
A' + Вх + Сх? +., . + Ran + б/о 
Nenner in die unter einander verſchiedenen einfachen Faktoren 
a — bx, a^ — bx, a" — bx. .. zerlegen und heißen die zu 
dieſen Faktoren gehörigen Zähler der Partialbrüche A, B, 
€,..., fo ift 
СА + Bx + Сх? +.. + Rx” 5, dx 
А+ B/x + С/х? 4- . . HR's + Bien =; 
Adx Bdx G dx 
— Г ren TR 
Setzt man hier a — bx = z, 
fo it — b. dx = dz 


d = i dz 
A dx A dz 
SBR -ierg 
und 1 = GIS; lg 2 
9f 


= 5 lg (a — bx). 


Man findet dies auch leicht aus §. 260. VIL Denn 
es iſt 


A d „ b dx. 
a—bx ^ b(a—bx)- 
; ! 
мац J = 52 — — 18 (a — bay 


re 16 (a— 2 


Man hat alſo 
СА + Bx + €x? + .. + 00 Nr 0 r r1 
J se ER ka IN 
18 oi — bx) a), cun e. . ＋C. 
v 278. Lehrſ. Eine rationale gebrochene 
Funktion I deren Zähler P cine ganze 


Funktion iſt, und weniger Abmeſſungen hat, als 
der Nenner, läßt ſich zerlegen in die CLEAN 
A в 
brüche o a qu East Ааа? 
deren Anzahlen ift und deren Zähler alle unver⸗ 
änderliche Größen ſind. 
Bew. Da die veränderliche Größe in P höchſtens auf den 
Grab n — 1 ſteigen darf, fo (ебе man 
P = ＋ бх | NTT. . . + xx", 
Hier bedeuten &, 8, y,...x gegebene Coefficienten. 
Ihre Anzahl ift n. 


D Фа = 


Man bringe die Partialbrüche, deren Summe der gege- 
benen Funktion gleich feyn ſoll, unter eine Benennung. Man 
erhält hierdurch 

«+ Вх + yx? - E 
Cp — 9х)" 


Ar Bin in eap OM UE 


dee ах)" 
Folglich ift 
* ＋ Вх + Y . ki == 
AB (p — qx) + C(p > 4)? + .. + H (p — I, 

Die rechte Seite dieſer Gleichung gibt entwickelt eine 
Funktion von x, die n — 1 Abmeſſungen hat, alfo eben fo 
viel Abmeſſungen, als die Funktion auf der linken Seite, und 
keiner von den unbekannten Coefftcienten A, B,... auf ber 
rechten Seite kommt mit einem andern, oder mit ſich ſelbſt 
multiplicirt vor. 

Setzt man alfo die Goefficienten, fo wie ſie zu einerlei 
Potenzen von x auf beiden Seiten der Gleichung gehören, 
gleich, fo erhält man n einfache Gleichungen, aus welchen ſich 
die Coefficienten A, B, C,..., n an der Zahl, beſtimmen 
laſſen. 

Glieder auf der linken Seite der Gleichung, d. i. im 
Zähler der gegebenen Funktion können fehlen, d. i. die Coef⸗ 
ficienten derſelben können = 0 ſeyn. Alsdann find die ent⸗ 
ſprechenden Coefficienten auf der rechten Seite der Gleichung 
== 0 zu ſetzen. 

Er. Man fol 65 тз in Partialbrüche zerlegen. 

Man ſetze 

E Brig uz Ca 
а+ х) GT GTD K 

Hieraus ergibt ſich 

1 ＋ . = AT BG + x) + CG + Y 


= 085 — 


А 
== B+ D x 
C+2C | +G, "e 
Alſo ift ПОНЕ, 
1):А +B + = t RR 
3 B- 930290 
3) € ==; 
Folglich B = — 2, 
und А = +. 
Alſo ift 
wp _ EE а к= — 
UFA h 7 п(ү Тему санны 
ний, noy x2ydx \ Я 
$. 279. Um das Differential ara zu integriren, 
darf man alſo nur ſetzen 
ode 2. dx 2.dx dx 
AF eee Dë d x 
Nun iſt nach $. 260. III. 


2. dx — . ze 4 š 
/ G + pi Saa cui ee, 
2. dx < =. — 2 
EG OTH 


und nach $. 260. VII. 
dx 


Folglich ift 
A+s%2.k__ 1 * 
J GA+x oo bi атут 5600236 
S apes ea CC. 


$. 280. Aufg. na in der rationalen echten 
gebrochenen Funktion N der Nenner N = (p-qx)”.X 


it und (р— 9х)" und X kein gemeinſchaftliches 
Maaß haben, die Zähler der Partialbrüche zu 
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finden, in welde fich N IT läßt. X ift eine 
Funktion von x. 

Aufl. Nach 5. 270. en 8. pee kann man fs 

M A 
IX Dt ae RES — ＋ tx 

AX BX (p-qx) + CX(p-qx it, аз He -qx)? 
(p—qo".X 

Alſo ift 

M—AX—BX(p-qx)- CX(p-qx))—..— К.Х(р-дх)"— |. 
(p — 9х)" 
wo L eine ganze Funktion von x bedeutet. 

Da L eine ganze Funktion if, (o muß fid) der Zähler des 
Bruchs auf der linken Seite dieſer Gleichung, der Y heißen 
folt, durch (p — qx)" ohne Reſt dividiren laſſen. 

Alſo muß (ic) X auch durch p— qx ohne Neft ейтеп 
laſſen. Nun laſſen ſich aber alle Glieder, die nach M — AX 
folgen, offenbar durch p — qx ohne Ref dividiren. Alſo muß 
fi auch M — АХ durch p— qx ohne Neft dividiren laſſen. 
Alſo wird à = 0, wenn man darin p — qx = 0 
oder x — P fegt: 

Man finder alfo aus 


A= x 


das A, menn man in M umb X das x = ſetzt. 
Aus der Gleichung (O) ergibt ſich 


L; (©) 


— BX CX(p—qx)—. .— KX(p—qx)-— 
p 2 
= reque x 
X š 
Nun ` ei eine ganze Funktion von x. Setzt man 
diefe. = P, fo hat mu 
Р | ВХ Cx (p qx) —.. — KX (p q- 


(p — q^ rem» 


Sa AP m 


Hieraus ergibt (id) nach Schlüſſen, die den zur Beſtim⸗ 
mung des A gemachten gleich ſind, daß man aus 
Ë 


S.S 
cx 
das В findet, wenn man in P und X бай x, š fegt. 
Ae, B 
Aus CP) erhält man, wenn man ER = Q ftt, 


wo Q eine ganze Funktion von x iſt, 
Q—CX—..—HX(Q-—q42" „ 


(р — qo". 
u. f. w 


Ex. Den Bruch ————— 


legen. 
Hier iſt 
M = 1 +x? 
K = үз? 
P qx , р = O, = —, 
= M qux? 
Alſo A T EEG 
Ferner iſt 
M— AX 1＋ х2 1 — xš 


P = ——— = — s хх? 
p— qx x 


P x—x? 
unb B — X IFS 
Ferner 


zu = x3) in Partialbrüche zu zer⸗ 


= 0, n = 5. 


A 


XE RO Rc гъ e FRET 
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Ferner a Dad í ; 
— — 1 — x2 - A + xs 
Э cc qt == or ERIEN Lis жуз 
5 — x +x? 
HOD D Beeren. 
Endlich ift 
coc Em Du LEE TENTE 
„TTT 
. 
3 
— x5 6 
ds ren 


х5 
Man hat alſo 
жеу xt — ft OOS 
saps) SE EE E 1ER 
Hier müßte nun noch E zerlegt werden. Die ein- 
fachen Faktoren von 1 * imd 1 x, x— G+ Ф), 
x—G—1⁄— D. Die Zerlegung kann nach $. 27. bewerk⸗ 
ſtelliget werden. Von den drei Partialbrüchen, die man er⸗ 
halten würde, haben die zwei letzten unmögliche Größen zu 
Nennern. Um keine unmöglichen Größen zu bekommen, zerlegt 


man den Bruch I ＋ in zwei Partialbrüche, von denen der 


eine eine —Q P zum Nenner hat. 
==} 

Es ift nämlich 1 iii = d ss wo die 
Faktoren, in welche der Nenner zerlegt ift, kein gemeinſchaft⸗ 
liches Maaß haben. 

Nach §. 270. kann man alſo ſetzen 

1—Xx A A’ ＋ Bis 
0439 TT 
Hieraus folgt 


1—x = А -А |х +A 
+ А-А +B’ 
+B 


= 189 — 
Man hat alſo die drei Gleichungen 


D ATA = 1 

2) — A A! + B! = —1 

3) AHB = 0. 
Aus ihnen ergibt ſich 

A = 3, A = 1, B.. 

Folglich ift 

21 x1 3—3x 

pu Torte 
Alſo endlich 
pg xt FF 


si, (IT) . 
F. 281. Soll nun geſucht werden das Integral von 


OS fo fat man 
(+x dx dx dx A 44х Gd 


sat) x: X 1x 1— X FX 
Das Integral der vier erſten Glieder auf der rechten 
Seite dieſer Que Kë fid) nad) $. 960. finden. Das 
Integral von cun f ergibt (id) auf folgende Art. 
Es ift 
G- d G- dk (+— 3x) dx 
* — chi жаи i ( -= 
Man fehe x— 4 = 2 
alfo x = 1 + z 


dx = dz. 
Hierdurch wird 
1 — x) dx = 4—+—32)dz — 3 2z dz 
xa x F1 SEA "at? 
QU 95...95 
c sali. 


Nun iſt nach S. 260. IX. 


2. dz 
EECH = 1g (š + 22). 


e ` ` mi 


Alſo ift 
. Berg 
5 21 . 


§. 282. Aus algebraiſchen Gründen iſt bekannt, daß, 

wenn die Gleichung 
A + Вх ＋ Сх? . . + Bxa—1 + Ban = 0 
einfache unmögliche Faktoren hat, (ie ſolche immer paarweiſe 
von den Formen X=. — 1, XPA 1 
enthält und daß jedes zuſammengehörige Paar einen möglichen 
quadratiſchen Faktor von der Form x? + орх--р? 4-92 gibt. 
Erhält man alſo bei der Zerlegung der Funktion 
А + Bx 4- Сх? +... + Rx + Syn 

in einfache Faktoren ſolche, die unmöglich ſind, ſo kommen 
diefe auch immer paarweiſe vor, haben die Formen x+ p— 
q. 1, XP. —1, und jedes zuſammengehörige 
Paar gibt einen quadratiſchen Faktor von der Form x? + 2px 
+р? + 9°: 

$. 983. * * Die rationale echte gebrochene 
Funktion F von x in Partialbrüche zu zerlegen, 


wenn N = (x? + 2px + p? ＋ q). Q ift und die Faf- 
toren x? ＋ орх T p? + q? und kein gemeinſchaft⸗ 
liches Maaß haben. Q ift eine ganze Funktion 
von x. 
Aufl. Man ſetze 
M Ax EB P 
N 7 рэр qe T Q 
wo P eine rationale ganze Funktion von x ober eine beſtimmte 
Größe iſt. 
Es ergibt ſich hieraus 
М = Q .. (Ax + B) + P (x? + 2px + p? + q°) 
und hieraus 
Pa M — Q.(Ax + B) 
х? PE TP ps 49° ` 


Da nun P eine rationale ganze Funktion von x oder 
eine beſtimmte Größe iſt, ſo muß ſich M—Q.(Ax-- B) 
durch х? + орх + p? + 9° und alſo auch durch x 4- p —q. 
v-ımd XPA — 1 ohne Reſt dividiren laffen 
(S. 282.). Alſo wird bie Größe M — Q. (Ax 4- B) zu Null, 
ſowohl, wenn man in biefelbe — p +H q7 — 1, als auch, 
wenn man darein — p —q. $7 — 1 ftatt x fegt. 

Es ijt, wenn n eine bejahte ganze Zahl bedeutet, 


eng Uu wi D —or=tr Gd 1q. 7 1 ——— “© = 
n(n — 1) (п—9) 


pP n—2 q? 


+ 1.2.3 „Pa. ^s SE 
AS feel E e E ug 


Die obern Vorzeichen gelten, wenn n gerade, und die une 
tern, wenn n ungrade iſt. 

Die Potenz (— pd. y^ — Du fann alfo ausgedrückt 
werden durch eine Größe A B. 1 — 1, die aus zwei Thei⸗ 
len beſteht, aus einem möglichen A und einem unmöglichen 
B. 1 — Die Potenz (- p-. — Un muß alsdann 
durch A — B. 1 — 1 dargeſtellt werden. 

Nun {ебе man in M und Q in dem Ausdruck M — Q 
(Ax + B) ſtatt x die Größe — P. — 1. Was man 
fo für M und Q erhält, kann allgemein durch 

91 M'“. —1 
und S O“. 1 — 1 
ausgedrückt werden. 

Man erhält alfo durch Setzung des Werthes — p + q- 
y^ —1 ſtatt x in dem Ausdruck M — Q.(Ax + В), 
DEMA he A. (р. — 0 +Ë] 

M ӘрА + S'qA — OB 
+ M. —1—94A.417—4--9/pA.47—41—£YB.3/7-1. 
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Dieſer Ausdruck ift — 0. Da er aber nicht anders — o 
ſeyn kann, als wenn ſowohl der mögliche, als der unmögliche 
Theil, jeder für fi) = 0 ift, fo hat man die beiden Gleichungen 

M + QpA + qA — QB = 0 
und MW — OqA + ОРА — SB = 0, 
aus welchen fid) A und B beſtimmen läßt. 

Man könnte in dem Ausdruck M — Q (Ax В) fttt x 
aud) — p—q.1^ — ſetzen. Hierdurch erhielt man = 

für M, MW. — 1 
füv q, Q- Q“. —1. 

Verführe man nun weiter, wie vorhin, ſo erhielt man 
die beiden vorigen Gleichungen, die zur Beſtimmung des A 
und B dienen. 


(Ax + B). dx > 
$. 9814. 3L uf g. Man * inte⸗ 
griren. 
Aufl. Es iſt 
(Ax -+ B). dx (Ax + B). dx 


hp T py 9°. o aF +, 
Nun ſey x p = y, alfo (x ＋ p)? = ye, unb dx = 
dy, fo ift 
(Ax + B) dx Lr polar. Ay. . dy , (B—Ap)dy 
x?+2px+p?+9° Lé Lan WT ve ` E 
L Run ift, wenn man y? +q? = u, alſo оу dy = du, 
und у. dy = 7 febt, 
Ay.d Mi ord A 
D = =, E ee olg 


A 
= 16 G + 2px + p* + 49). 


IL Ferner ift 


J Ар). s == /(В -A. LL 
Qu 


dy 
в 4 PEN G B 
=- r АР, are. Zg 7 
G xd š: 
= 2-7 (B — Ар) 


arc. q4 (S. 260.) 
III. Man hat alſo 


(Ax B) dx Ecc xum 2 2 
li e F 7.) ae T apa + pt T a) 
dco are. та ЕР, 
(x? ＋ x —3) dx 


Ex. Es fey zu integriren GHD GHEE EN 


Hier iſt M = x? Tx — 1, Q = x-F1, und der Safe 
tor x? + x + läßt fid) in die beiden Faktoren x + 1 — 2. 
y^--1,umb x A2. — 1 jer[egen. Man bat alfo in 
M — Q. (Ax +B), welches bier = x? + - = 1) 
(Ax+ B) = x? + x — 1 — Ax2— Ax— Bx — B ift, ſtatt 
x bie Größe — 4 ＋ 2. — 1 M ſetzen. 
Man erhalt кб die beiden Gleichungen 
سد(‎ — 1 4 2 == 0 
2) —4. 8 


Man findet aus denſelben ^ = — Mr B=. Alſo iſt 
Sataa. dx — Я Р 
(x + 1) (x° +< + 17) mri x2 x | * 
Den Zähler P des Partialbruchs —— 1 findet man nach 
8.27. = — ё. 
Alſo iſt 


Ded (Ух з) бх ү. dx 
GFC FFF LH 6 


(— 1 Ux + QUUM dx 
Um nun das Integral von ——- TIE 48 fin- 


den, fege man das in III. befindliche B — x, A — — y, 
=+, q = 9. Man bekommt hierdurch 


13 
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— 17 i'd; is 
lE caue 2 er E 5 2H. 


Endlich it nach S. 260. Jr. 
Alſo 
2+x—1) dx Т 
/ rer” = y aro, let et) 
—— TR 
$. 285. Lehrſ. Wenn der Bruch = einen Nens 


ner hat, der aus zwei gleichen Faktoren von der 
Form * ＋ 2px ＋ p2 + q? beſteht und der fid) alfo 
nicht in einfache mögliche Faktoren zerlegen läßt, 
ſo kann der Bruch in zwei Partialbrüche 
Ах + B n Ais + Di 
(2F 2px + pHEqD? ° x° + 2px Rita 
zerlegt werden. i 
Bew. Denn fet man 
ax Z- Eb EX d Ax+ B Ax Bi 
„ ra)? (орх рр): Fp Le TP qo 
(o erhält man, alles unter einerlei Benennung gebracht, 
axd+bx®+cx+d | AxJ-BJ-(A'x4-B^(x* +9px+p2 + qe) 
oder 
ax3+bx*+cx+d = Ax++-B+(A%x+- B')(x2 + 2px + p? + q°) 
und man (ibt, daß man aus dieſer Gleichung durch bie ge- 
hörige Entwicklung vier Gleichungen zur Beſtimmung der Gröf- 
ſen A, B, A“, B: herleiten kann. 
$. 286. Eben fo läßt ſich zeigen, daß der Bruch 
ах5 + bx4 + ex3 + dx? ＋ ex + f 
in die Partialbrüche 
Ax+B Ах + Bi AX + B^ 
TTP 433 G T-9px-Fp' Eq! хрх рр 
zerlegt werden kann. 


E ae. Тоб 092 
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Ueberhaupt ift 


M Ах + В Ах + D 
CFt Ho apa hp q^ Gär 
8 


p ра er 
6. 987. Aufg. Man foll — 


in Partialbrüche zerlegen. 
Aufl. Setzt man der Kürze wegen x? + орх + p?--q? 
= V, ſo hat man 
M A ＋B AED, АВ; 

Vs, Q en, Vn + лет VI 2 +. AE Q ° 
_ 9(Ах+-В) -9(Ах+В)У+0 (Ах В/)у 2+, ъРУ 
= Te. mai ук {уул ees зү 

М-О(Ах-ЕВ)-О(А'х-ЕВ)У-О(А“х-ЕВ//уу?.,, 

үп 


(x? + 9px 7 р? +92)". Q 


unb Р = (©) 


Der Bruch auf ber rechten Seite dieſer Gleichung muß 
fid) durch V^, alſo auch durch V ohne Reſt dividiren laffen. 
Alſo ift auch M — Q (Ax + B): durch * ＋ 9px 4- pe 
theilbar. Folglich wird der Ausdruck M — Ах +B) gleich 
Null, wenn man in denſelben — p+ q. y^ 1, oder —p 
— 4.10 — 1 fttt x fest. Die Größen A * B laffen (id) 
alſo hier wie in §. 283. beſtimmen. 

Dividirt man den Zähler und Nenner des — in (O) 


durch V unb fegt — шаг сыз = M, fo erhält man 


p = М QUB- Q (А T BHV 
T 
Schlüſſe, wie die vorhin gemachten, zeigen, daß M/ — Q 
(A/x + B^ zu Null wird, wenn man wieder —p--q.17—1, 
oder —p— 4. — 1 ftatt x fegt, und daß man auch A“ 
und B/ nach dem in $. 283. erörterten Verfahren finden kann, 
u. ſ. w. 
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§. 288. Aufg. Man ſoll 
(Ax + B) dx rh (Ax + B) dx 
(Fab TP TA ^ [x p: + qe 
integriren, won eine bejahte ganze Zahl bedeutet. 
Aufl. Man fehe x Fp y, alfo x= y— p, und 
dx = dy. Alsdann iſt 


(Ах + В): ах | (Ay—Ap--B)dy Ay dy 
(x? + 2px +p? DE e (yz ＋ q2)" граза 
(B—Ap)dy 
Су? + 42)" 


I. Nun ift, wenn many? q? = z, alfo оу. dy = dz 
dz = 
und у. dy = = 2 ſetzt, 
Ay. dy . A — 2 —n 1 
Vater = 2 к = 


FFF 
= . ern 
= —— کے‎ 

nr pi 

NOW IN m "m dime nun noch der Theil ELE zu in⸗ 


tegriren. Der Kürze wegen >м man B— Ap = = €. Hierz 
durch erhält man 
(B—Ap)dy d dy С ° зу d 
Qe "ton i gor. dn 
Es ift, v mag, welche Zahl man will, bedeuten, 
(у? ＋ q dy == (у? hel. (у? ＋ q?). dy 
= (у? + q?)y-1 ў y*dy + qy? + q?)y- 4 dy 
Ki 20 Ed.. 2 dy + LOSERS -dy 
und 
Sr + ar. = fo ̃ -e adh Hd: TOA NA. 
Nun iſt 
arte x 


Folglich S 
Уо" ey. dd qe N ду (©). 


wa (у? EST, oy dr. 


-——— o 


Nach $. 260. hat man, wenn u und v Funktionen von x 
bedeuten, Š 
d (uv) = u. dr + v. du. 
fo uv = fu.dv+/v.du 
und Ju. dy = uv — Гу. du, 
Man ſetze 
үс DEES WE 


£ 


y = 
Hierdurch bekommt man i 
y tr Gr ET 
SFT "pe mgr 2 У qi Un í 
Aus dem hier Gefundenen und aus (©) ergibt fid) 
rr Er TE 
атна dy ema T CR 


۴ 4 T= 
q*.f(y? + q?yr- . dy. 
Man finder hieraus 


ER дуз "Farde =; MEL) + y BESETE ay 


und hieraus 
2 2 r = 2 2\r 1 2 2 сүг 
‚ Лоа). dm — Tta y se JOLY dy. 
Man ſetze v — 4 = —n, alfo r = — (n— 1). Hier⸗ 


durch erhält man endlich 


2 2 = — y — 109 
J G° cq. dy = Gu GF 9) 


E Je tere 
шч 
4 — 4 
Ek Ta en - 9)q° ° (y2 vu yet 
03 р. EB (9). 
(2n — 9)q° ` 2 (y? 2 gi 


an fepe n— 4 Datt n. Man bekommt Sa 
Te Gut en en 
Re (An-) PFT End- GU 
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Subſtituirt man den hier für 5 e eg gefundenen 
a 
Werth in (9), fo erhält man a = 


1 2n— 3 x 
(2n —9)q* ' GU T'geet 
(9n—3) (2n — 5) 
Fen) m FG ps 9) 
Setzt man weiter n — 2 2 n in (9), fo ger man 
dy 1 9n-7 
f FT (201—6) VFT GFF GOT IGF rs ee 
Durch Subſtitution 1 75 Werthes in (8) de man 
jj: К dy 1 lini 2n-3 
(yeq) (m "OC Co "PI (20-2) (2n-4)q* Oo zer: 
+ (2n—3)(2n—5) 
(2n—2)(2n— 1) (2n—6)q9 ^ per: 
+ (2n—3)(2n—5)(9n—7). Ju dme 
(2n—92)(2n—))(9n—6)q$ ` 58 
Man ſieht wohl, daß durch jede weitere Anwendung der 
Formel (Ф) die Potenz der noch unter dem Integrations zeichen 
ſtehenden Größe um einen Grad kusaq wird, und daß man 
ſo endlich auf das Differential KE ; kommt, welches ſich nach 
$. 284. integriren läßt. 
$. 289. Aufg. Es feb X eine Funktion von x 
und dy = (a ＋ e, dx. Man foll dieſes Diffe⸗ 
rential integriren. Das p bedentet jede beliebige 
Zahl. 
Aufl. Man ſetze a LX =u, 
alfo dX = du, 


fo erhalt man 


p+ 1 
2/9: (T Xy 
pct ` 


e 689 — 


Ex. 1. Es fey dy = y^ (b 4- x). 2x. dx 
= (b? 4 x?) 2 dx. 


Hier ift d (x^) = ex dx 
alfo X = x° 
a ==50° 
CSS } 


Be, 
"ETT 
pang: = HD 
= 2 (b? K С. 
bx3) d 
Ex. 9. Es fen Aa xe 


Mer + ex» 


==, (9x? + bxi), (ax + übx?) dx. 
Es ift hier d (2x^ + bx^) = (ax + Abxs) dx, 


alfo X = ox? + bx" 
а. == 0 
© == А. 
р . 
bx) 21 
Folglich y = IT + C 


= 3. % + bx^) + C. 
ёт. 3. GP fey ду а E Y^ GE. Srl 
Es if d (a., = 4. (* — x3: — . dx, 
x.dx 
= 
alfo X = ү ( — xi) 
a = a 
c ——1 
Р we 9. 
Folglich) = L. 
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$. 990. Aufg. Die Umſtände zu beſtimmen, unz 

ter denen ſich der Ausdruck 
x? (а -- bx")' dx — dy, 

wenn p eine verneinte ganze Zahl, oder einen bez 
jahten oder verneinten Bruch bedeutet, durch eine 
endliche Reihe integriren läßt. (S. 263.) 

Aufl. Man ſetze 

a+ ban — z, 


0 < DST 


dx x. s (cene Ja m qz 


Hierdurch wird 


d geg 4 (®—а 2-2: da 
TOR n MU Job: 

y элй ү, p dz 

oder к E Я 


Dieſes Ausdrucks Integral läßt fid) in einem endlichen 
Ausdruck finden, wenn entweder o, We 


— 1—4 einer bejahten ganzen Zahl er ift. 
Im erſten Fal ift nämlich 
4 e ПЕ Fa = dz; 
| N : е; „ab ; 
im PIENE, 
dy = E zi Lr ty, dz —razrt-1,dz4- TAS . 
+ кн мр, 3gr4—3 dz + PP. Р dz] (8). 


Nun fep 1) p eine verneinte ganze Zahl. In dieſem Fall 
hat man 


aub AE 
y licae " 
und y umi i... (A) 


à nb 1 — р 
Sf in dy = 2 1 — das p = — 1, fo wird nach der 
Formel (A. 


Xm ^h 0 * C. 
Dieſer Ausdruck iſt nicht brauchbar. (§. 262.) 
In dieſem Fall iſt aber 


; 1 dz 
ak ee 
und y = 1b 8 2 ＋ C. 
DM das 
Für = Lë: r hat man, wenn p verneint ift, 
1 r(r—1) 
1 A t * Жен 
dy = meer 1 dz 
— т(т — 1) (7— 9) 3 2r—»—3 fuz 
45:53115 "PE 2 dz ...—+ ага dz! 
und 
1 [ Diech) razr y (r— 1) Batrana 
Yam = — Er à 
n.br*!l r— p44 r—p 1.9 spem 
ETE) (7—9) 1 adzı 2 у 2 
— ER B cC. 


Iſt hier p icht größer, als r 1, fo gët? die Reihe 
ein Glied, in welchem ſich 0 befindet. Wäre z. B. p—r4-1, 


ſo wäre das erſte Glied des eingeklammerten Faktors = 5; 
wäre p == г, fo wäre das zweite Glied deſſelben = ra T 
Dem Gliede, in welchem fid) 0 befindet, entſpricht ein Glied 


2 7 d 
der Neihe für dy, welches = enthält und defen Integral 
alfo logarithmiſch if. Wäre z. B. p = r+ 1, fo wäre das 
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dem erſten Gliede des eingeklammerten Faktors entſprechende 
Glied der Reihe für T T f. w. 


Er. Man ſoll T. S = х3. (1 + 2. dx integriren. 
PPP 
эы een See 


Alſo, wenn man dieſe уч in (&) fett ‚= — 
f» (1 + xy? , dx wf ES, dz — 3. 23—3 EE Zei SE dz 


Be re d C 
is . dz] + 


i 3.9 1 : 
= — SE Ga + C 
ehe Te + 


G‏ + و 

= 4% 3 + 3-1gz + LE 

Е — re 
@ ſey 2) p ein bejahter oder ein verneinter Bruch. 


Hier iſt für заза p= zm, 
z>+1 


= —— + С 
Y F 
.unb für A md zer, 
=: 1 r гаш? jp (p — 10 a2. zehn 
nber Fi LrTPTI o rcp a Т. 
=: "ise RURALES) ра ези i + pm Ec. 
en Ep at I, +1 


(Gr. 1. Es fey dy = xm 1^ (a + bx) . dx. 
Hier ift m — m 
n 


-— MES == 


Man kann hier alfo m — 1, 2, 3, und überhaupt gleich 
jeder bejahten ganzen Zahl fe&en. Auch kann man m = 0 


annehmen, in welchem Fall жеги — 1 = 0 wird. 
Für m — 0 erhält man 
zit: 
Jf YV (а bx) dx = y=y— Hur EET 


2 
== 5.5 D'leit +G 
unb für m = 1, 
SC EDO z^: TIN 
ЈГх. V (a + by) dx = y = 52 q == GE G 


= E ebe. (а) -= a (a bx)] + G. 


m 1 
Ex. 2. Es fey dy = VU = xm (a + bx)-*.dx, 
Hier ift m = m : 
n == 1 
—-—14 
Eius кас p = Im. 


Man fann alfo auch bier ftatt m jede bejahte ganze Zahl 
und auch o ſetzen. 

$. 291. Es ift a ＋ bx» = ха, (ax ＋ b), 

(a + bx} = xm (ax -n b}. 
Folglich hat man auch 

ду = xm (a + bxn)” , dx 
xm H. (ax n + b), dx. 
Setzt man nun 
ax + b = 2 


ax—n = 2 — b 


24 - 
x = 


ы Z б séet dz 
* e = e d 


d WR = 

fo erhalt man 
„= (5) de pestem 
a EX. sach]: а 


п а 


c RUE T (z — By CE A) ap dz (O). 


e 


Das Differential 
dy = xm (а +- buy, dx 
läßt ſich alſo auch dann aee me endlichen Ausdruck inte⸗ 
griren, wenn entweder — (FT Hp + 1) = 0,. 0 


ish 1 1) = einer * ganzen Zahl iſt. 
y^ QG-T х2). dx 
ы 1. Man ne: 


Hier ift m = — 4 
n == 
pei 
a = 9 
b = 1, 
pe Abee. cus STEE CEA EU = 0. 
Setzt man dieſe s d in (©), e erhält man 
dy = — . dz. 
Alſo ift X 
z y = — 4 . 2 E 


oder, da z == а.х + b hier = 2. C1 S+ i= 
а x? Hrs 
+ d 
2＋ * 
у = —+. = Tc 


Ex. 2. Es fey dy Lege À, 
Hier ift m = — 6 ) 


п = 9 


— 20b == \ | 


p = 1 
a= 4 
b.== 4 
-CEt ptn = CEHD = +. 


Durch Setzung Meier Berthe in (©) befommt man 
dy == „ Z? d 


= — . dz ＋ $27 ‚ dz. 
Alſo ift i ; 
y = — 2° + 42 + C. 
Kun ift E 
So аха рь хра m Дра, 
Folglich ift 


| = (У (у с 
eee 


$. 292. Es ift auch 
xm (a + bx”) . dx == xm+4—n , xn—1 , (a + bxn» , dx 


Da nun 


n~ n)? (a bar) ч bz») i 
x pe P., dx= d P F Dnb ift (S «26, 
{0 erhält man, wenn man ОНА 
m- Li- — ҳа ери ЕЕ 
e IST Фарш. 
feat, 
xm (а -+ bx»)', dx = u, dv. 
Nun ift 
Ju dy = uy — fv du ($. 988.) 
Alſo 


Jf x" (a + bx)? , dx = 
xui-n,(a-pbxnpti ` Je + bx" d (xmi 
"hmm q ag e (ушат 
pe xma, (a- Lb) Ze m- pM 1 11 Mí: 
ind {рор БКО e ee 
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Man fege der Kürze wegen a b — w. Hierdurch 


erhält man 
E zu REDE ERES. min 
Jsw.d«= (p4- nb (p4-1)nb 
Es ift ferner 
(a + bx*)r't, xm-* = (a ＋ bx). (a+ bx). X= 
= a (a + Бх"). xm—" - b (a + br") , xm, 


f wr. enz, dx (A.) 


Alſo . 
Ca Tb) I. xm dx = a(a--bx")>,xm—"dx+-b(a--bx%)*,xmax, 
oder, wenn man w ſtatt a + bx" fegt, 
wH , X- dX = a WI. xm- , dx ＋ b w, xmdx, 
Durch Subſtitution dieſes Werthes in (A.) bekommt man 
xmti—^,w^ti a (m 1 n) 


% 
b (m 4# i - n) 
re Б. 

Alſo ift 

ios E xmi rti a(m--1-n) Py m—n 
G tto Da ze 3 

Folglich 

X m TI. WII a (m 1—n) /pxm— 

ewig tar) KEE . / wsm=dx (B.) 


Man [ебе in (B.) nach einander m — n, m—2n,,.. 
ſtatt m, ſo erhält man 
Xm I-20 yrtti а(т + 4 — оп) 


Ir -d == кел ыш 1 
(C.) 
m 1—3n yp 1 
5 4 — Ki __а0п4+-1—3п) N. nn 
J- ]dx NP Яу Pb m E = dx 
Э) 


u. ſ. w. 

Subſtituirt man nun (C.) in (B.), in das, was man 
hierdurch für (B.) erhält, (D.), u. ſ. w., ſo bekommt man 
immer mehr integrirte Theile des Integrals f x" (a b. dx 
= y. Dieſe integrirten Theile heißen der algebraiſche Theil 


== — 


des Integrals y; der noch mit dem Integrationszeichen behaf⸗ 
tete Theil iſt der involutoriſche oder ſummatoriſche. 
Kommt man bei dem gezeigten Verfahren auf einen in- 
volutoriſchen Theil, der ſich genau integriren läßt, ſo findet 
man das Integral / xm (а + bx. dx vollſtändig. 
Setzt man in (B.) m— rn {ай m, fo erhält man 
xmd £—(r4- i)a pl 
bonfmantı) — 
а [та 4- 1 — (r + 1) 0] 1 Ee 
"m „ 
Iſt тип m -- 1 — (r + 15 = 0, (0 ift T*, dx = 
Gra ry In dieſem Fall läßt (id) alfo das 


Integral von xm (а + bx"ydx genau finden. Dies ſtimmt mit 
$. 290. überein. Denn aus m 1 (r + n = 0 folgt 
m m 4- 1 1 


—— cm T, 


n 
Der Zweck des dargelegten Verfahrens ift eigentlich, die 
Integration der Größe xm (а + bx". dx abhängig zu machen 
von der Integration einer Größe X An. (а ＋ bx, dx, in 
welcher der Exponent von x außerhalb der Parentheſe niedriger 
ift, als in x" (a + bx?" , dx. 
Ex. Man foll — integriven, wenn m eine be 
jabte ganze Zahl bedeutet. 
Nach (B.) ift / <xm(a+-bxsy>, dx = 
xmti— ‚ (a ＋ br a (m1 
b (pn + . 3 5 AT Ja bx. xm v. dx. 
Setzt man nun m — m 


xm ro. dx = 


а —1 
b = — 1 
n = 2 
Р=—, 
(o erhält man 
xm dx 2597, dns) E xm-?,dx 
Jgd T Jr (1 — x?) ° 


vV a=) 


= — 


Nun fey Y m eine ungrade Zahl. Man findet für 
dx 
m = 1 4 = — y (1—3 
en x. dx 


FP 


x5, dx 3 dx 
EU NODE k £ $ xš, 
ex LEFT pur градат СЛ. ei n LET (4 — x?) 
Hieraus ergibt ſich 
X. dx ; 
Галинка = тү ы а 
x9, dx А 
Jas = - GY Mx) 
5. d 
Zeenen (HF. Ю.И (а—х) С 
mtr) 
u. ſ. w. š 
Es ſey 2) m eine grade Zahl. Man findet für 
fd SEH, dx 
кузы А шске nern 
XI > c Ad [Pc x*.dx 
la” D Јр узу 
< ER =: ee BET", XA. dx 
2 Sra- $6. ТӨМ. 2 
u. ` w. 


Nun iſt nach §. 260. 
£ Zac = arc, Sin x. 
Folglich ift 


dx 


Reen = —1.x.,1⁄ Q — X) + +. arc. Sin x d 


а.а 
J v — = - GN NZ. . (1-х) ＋ꝗ. f. are. Sin x 


6. d 3 
az) =- x . 8. 5 14. . f. D e E 


I. FE arc. Sin x + C. 


= 909. < 


$. 293. Iſt in der Formel J x" (a-F Бхз), dx das m 
verneint und das n bejaht, fo muß zu Erfüllung des $. 292. 
angeführten Zwecks für / xm (а + bxn)", dx ein anderer Aug- 
druck geſucht werden, was nun geſchehen ſoll. 

$. 294. Aus (B.) ($. 292.) ergibt fid) 


acm -i An Am A A REITER „ 
bap Im term Pb papa A ax. 
Folglich ift 


sanos A eM Бра) 104; 
Jw xm er E I ш) — аса яа) Jeer, dx, 


Setzt man hier m+n ftatt m, fo bekommt man 
марс. k ert O b(pn--m+n-+-1) „„ 
Te, d Ау EO gt Tn. vr. dx 
(H.). 


d : Í 
= = (1-x?),x-m, dx 


xm, va — x?) 


Er Dan foll 


integriren. 
Nach der Formel (H.) hat man 
X (aT bx"). x", dx = 
X TI. (abya) 1 bc n-[-m-4-n4-1) 
(аф) араас LA RU 
Setzt man nun bier 
m = m 
a = 1 
b = —i 
n = 2 


fo erhält man 
dx FE EEE ES dx 
/ x".^(1—x?) (-N T mit iy am, ya?) 
Es fey wieder 1) m eine ungrade Zahl. Für m= 4 erhält man 
F dr 
уа) 0 ам E gui 2 Vo a— x2) / 
d. i. einen Ausdruck, der / nicht gibt. Es iſt 
aber aus $. 260. 


x. d а — x1) 
14 


r س ا‎ E aL EE, 
X 1 (1 = x?) $ x M 
Ferner ift für 
dx TN A KE Al 
m = V 9x3 dre EU vac 


dx 
Se Se eat KE * x3 v a um 
u. ſ. w. 
Man hat alſo 


dx I u 
Jaeger e. 


dx ) u AS „ 
F X. (i)) ar ш. Po gne: 
dx mu Mx. ax» 
J . (IX E  — 3.48 
EX iil igit V a) 46 
и. ſ. w. 
Es fey 2) m eine gerade Zahl. Man hat für 
dx y^ 4q—x?) 
m = 9, Pg + G; 
dx SS y a—x*) dx 
-— f y^a—x) 3x tH vu) 
u. f. w. 


$. 295. Es ift 8 
xm, Кеба. dx = xm. (а ＋ bxny—: , (a + bx). dx 
== axm,(a-- bx)! dx--bxm**,(a--bx"y-! dx. 
Folglich, wenn man a + bx" = w fegt und integrirt, 
[sew .dx == af xmw-!dx + b f xm n-. dx, (J.) 
Nun erhält man, wenn in der Formel (B.) ($. 292.) das 
m in mn, und das p in p— 1 verwandelt wird, 
N xm EI. wr acm-+-1) 
SE eerst Da + mpap 


wei, xm, dx 


— m — 


E Nm Er an 1) 
b(pn+m+-1) b(pn-I-m 4- 1) 
Subſtituirt man dieſen Werth in (J.), fo erhält man 
ti yr 
m vi. du een r-. dy ЖМ" — am + D 
Tom vr. dx ga, fxmw ee A EN CEPS 


. wt xnak 
1—1 m 
— рафа Pn Em CI [wi xndx. (H.) 


Hieraus ergibt fib, wenn p — 1, p—2,... tatt p 
geſetzt wird, 


Juri. xmdx. 


DE — xm we (p- Dan 1 
FT an dach) 
M 1 gobes2 
Jm] -a. dx E cy — m -d. dx (M.) 


(р— re tm 


Subfituirt man nun a in к, in das K. Jy Wes 
man hierdurch bekommt, (M.), u. ſ. w., ſo erhält man auf 
eine andere Art, als $. 292., immer mehr Theile des Inte- 
grals J xm (a + bei, dx und wird die Integration von 
xm (a + bx). dx von einer andern Größe auf eine andere 
Art, als $. 292., abhängig. 

Aus (K.) leitet man für den Fall, daß p verneint ift, her 
e کت تی‎ d 


J w—'.xmdx = — xmw’dx 
apn » S 
und hieraus — ala 
M 1 p n--m 
dx = San 2 J xm. wrbi. dx. 
$. 996. Aufg. Ein Differential dy = P. dx, 
worin Peine irrationale Funktion von x ift, wo 
möglich durch einen endlichen Ausdruck zu inte⸗ 
griren. T 
Aufl. Man verſuche, das Differential P. dx auf eine 
der Formen ($. 260.) zu bringen, oder es rational zu n 


dx 
Ex. 1. Es ſe = ,ج ڪڪ‎ 
t fey dy PTL Ii 


= ` "e 


Da 5 ＋ 9x x? = I+ 1 Hat = 4 + Gi + х)? 
ift, fo bat man and et 
Ae = dx 
y ei 
[4 + (û + x)? 

Man ſetze 14+ x = u, alfo dx = du, Hierdurch be- 
fommt man 


du = du 
apa var 
und es ift nad) §. 260. 
у = ls lu M 0 ` 
= lga + x + (5 + 9x + х2) + C. 
Ex. 2. Es (ер dy = — дый 


ду = 


3/ 7x—y^x 
š l 
* — 38 
= UD dx. 
X — x° . 


Bringt man die Exponenten der Potenzen der veränder- 
lichen Größe unter einerlei Benennung, ſo erhält man als ge⸗ 
meinſchaftlichen Nenner 6. Man ſetze alſo š 

Р х = 26 * 
und dx == 62542. 

Hieraus ergibt fid) 

6 (25 3a) „5 


dy = SS? 25 . dz, 
6c 3 
— Vote uen) dz. 
1— 2 


Zerlegt man nun den in dz multiplicirten Bruch (nach 
$. 965.) in eine ganze Funktion und einen echten Bruch, fo 
läßt fid) dy integriren. 

Enthält ein Differential keine anderen, als monomiſche 
Wurzelgrößen, ſo läßt ſich daſſelbe immer rational machen und 
integriren. 


— = 


Ex. 3. Es fey dy = р A Вх + Cx). X dx, wo 
X eine rationale Funktion von x bedeutet und C bejaht: ift. 


Es ift А-ЕВх--Сх? = - «Ge + x”). 


Man fege C = , Š = x, 6 TC 
Hierdurch wird lom m 
V^ (A + Bx + €x?) = y. y^ (% + Bx + x?) 
Setzt man nun 
V^ G + Вк + х?) = Si 
fo erhält man 
PEN TEE = хф 0х2 + zt 


ode zt 
= rg 
S E 
dx = RE 
(a + Bx + x?) `= 2 
=k а — Bz + 22 
92 — В 
ив Оза) e B e T) e 


9%— ` (9 — By 

So erhält man alfo für das irrationale Differential 
v^ (А + Вх + Cx). dx ein rationales. Auch ift die Größe, 
welche man bekommt, wenn man in X {а x den Werth 
a — z? 


ce ` fett, rational, da X rational ift. Das Differential 


läßt fid) alfo nach den bisherigen Vorſchriften integriren. 
Es fey z. B. ду = хах. у (А + Bx + Cx?). 
Durch Subſtitution der Werthe für V^ (A+Bx-+Cx?) dx 
und хо erhält man 
(= % 22 2. Вт EA 4 
* yas 22 — В — ол By: — . dz 


wa А 8 ES 
(a - y. 9 . Le Ё2 FEY ax 


(92 — 3)13 


dy = — 


— 24 — 


Das Differential 17 (A + Bs = Cx?) X dx läßt fich durch 
das vorhergehende Verfahren nicht rational machen. Denn 
durch daſſelbe bekäme man 

V^ (а + HR х) — x+ z 
* х xx? + 212 +22, 
das x? auf beiden Seiten der letztern Gleichung fiel nicht weg 
und man erhielt für x nicht einen rationalen, ſondern einen 
irrationalen Werth in 2. 
Ex. д. Es fey dy = y (А + Bx — Cx?).X. dx und 
A bejaht. Setzt man, wie vorhin, 
——— M 
ſo erhält man 
! V^ (А + Bx — Cx?) = у. V^ (a + Bx — х2). 

Nun iff a+ X x? = — (x? — Әх — a) und die 
Größe x? — Bx — & läßt fid) in bie zwei möglichen Faktoren 
x 48 — i V’ (0? + да), 

x — 48 + + y^ (8? 4 да) 
zerlegen. Heißen diefe Faktoren x Ё, x — D, fo bat man 
ох? — R — a = (x — Ё) (х — f), 
* а E E 
== (x — f) (Ë — x) 
unb р Ca F R — * = 3^ [(x f) (f' — x). 
Man fege ` 
y" [x ОР Ьу gu 
Es ergibt fid) hieraus 
amf) (G х) = (X 0)2 22 
Dn = (x — Ë) 22 
= X 22 — Ёл? 


„ ＋ fz? 
5 Lek 2? 
Jx — 2 DÉI D .Z.dz 


(4 + 29 


— 9j — 


d Gs > 
W G+ Bx * = (x— Dz = ën 
V (А + Вх—Сх?°)ах = — (Ра Hl. da 


Ya as tad a» Së 
u, ſe w. 
Diurch Verfahrungsarten, ähnlich denen in den Ex. 3. 
und 4. laſſen ſich auch die Differentiale von den Formen 
X dx di Ade. Ze 

VO (AT BX Ox?) "^ y^ (A + Вх — Cx PS 

rational machen. 
Man erhält für das erſte Differential aus Gy, 


— — — 22 
x = 
92—681. 
_ 90 (а — 824-12). dz 
"cis: GB: 
' (a — 224-22) 
CK ASWA ЕСЕ) == 1-4. I се. 
v’(A+Bx+-Cx?) Ty x 
dx әз: dz 


CA Вх Сх) V 9 — B: 
Für das zweite bekommt man aus Ex. 4. 
S EM 
MET 
a (f — f). 2. dz 
G + 29° 
NZ 
F 
(AA Bx Ж?) . e 
dx dz 
VGA B= Ск) t Az : 
$. 297. Aufg. Man foll ein unmögliches In⸗ 
tegral auf ein mögliches bringen. 
i 49 14x 
Aufl. Nach $. 960. VII. ift we = 5, lg zu 


$ = 


d 2.6 


und nach §. 260. XXIX. 


— 216 — 


Man (еве x? = — u, fo ift 
su, 7 —\ 
und dx = du. 1 — 1. 


Durch Subſtitution dieſer Werthe in die vorhergehenden 

Formeln erhält man 
Vi 1770,47 774 
= td 
ger +- м? А S42 di PRE 
dn. y^ 

Df M x аге, уц. — 4. 

Hieraus ergibt fid 

I. еър = 1.1 bg 

п. Vias A t = arc, gu y —1 
oder 


` 1 i+tu.r’—ı 
. O 
und +. yii == e, рар — 1 CN), 
a dx 
Ex. 1. Man IW 3 EHE integriren. 
Nach $. 261. 3. = man 
Ç een 
a dx p a? a? 
er i-e — 
a 
x b 
ке S 


E Ra + 
a 


Stimmt man num b verneint, fo erhält man 

i. ай 

— نا‎ 1 
a dx 1 UE 2 


2 Terre 16 b , 
a? + bx 2 U Bb. 1 — a 


— 7 = 


wo das Integral auf der rechten Seite der Gleichung unmög⸗ 
lich iſt. Vergleicht man daſſelbe mit der Formel (O) und 


ſetzt — für E erhält man 
a x. — 
Fer has Wu A arc. Tg + C. 
Ex. 2. Man foll dy = a integriren. 


Nach $. 261. IV. ift. 
y = as we. 23 (s +): vs 


Wird mun c verneint gefeßt, fo erhält man 
. EN) С = 
y = area 0 € x) A Wt 
Site bekommt man, wenn das u in (9) == 
x) ; Vz geſetzt wird, | 


9C, 
b с 
E ү + (- E) vi 
УА vier s b ° 
1 
20 A 


: : ' b? 
Setzt man endlich fatt A feinen Werth а — = , fo bat 
шап 


b e 
тта TE Paaren re d e 
EOS ve EU eye” 
Zwiſchen den Formeln 
dx 
A^ = lg [x + G. + x?) (S. 260. XL) 
dx 


und / PE s Sin & ($. 260. XXV.), 
läßt ſich eine Vergleichung anſtellen, die der zwiſchen / "mae 
dx ab ne 
unb f UE angeſtellten ähnlich ifr. 
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Zweites Kapitel. 


ntegrirung durch Reihen. 


$. 298. Aufg. Ein Differential dy = P. dx, 
das ſich durch keinen endlichen Ausdruck integri⸗ 
ren läßt, durch eine unendliche Reihe zu integri⸗ 
ren. P ift eine Funktion von x. 

Aufl. Man verwandle das Differential in eine unend⸗ 
liche Reihe, die nach den Potenzen der veränderlichen Größe 
fortgeht. Die Monomien, aus welchen die Reihe beſteht, in 
tegrire man nach den bisher gegebenen Vorſchriften. 


Ex. 1. Es fo dy = BE 


5-3 1 ; Ин 
Жел — . 
Bier iſt TES 1 xx VE 


dx = dx — x dx + x dx — x3dx +... 
ES 
d + 

un / = 8 Ak T 1X5 ar р Ф. 


Nach $. 260. ift 
Гра = liga t x. 
Alſo ift 
lg (4 ＋ x) == * ух 4 1$—ix'4-... C, 
Da für x — 0, iga + x) = 0 wird und auch alle 
Glieder auf der rechten Seite, die x enthalten, verſchwinden, 
fo iſt C = o. 


dx 

d dy = —. 

Ex. 2. Es fey dy F 
i ic шшк ee ГИР 

CUR cmd x" x x 5 

nr د‎ te Adx ——- x6 di 

1 хайх 4 x^dx — x6dx - 

dx 


x ¬ Fx AX N EE 


= 

= 

— 
к | 
+ 
x 

i 


= м8 — 


e dx 
Nach $. 260. ift ee = аге, Tg x. 
Alſo if arc. Tg x = x — ＋ 1х5 — 5х7 Б. 


Für x = o wird die rechte und E linke Seite dieser 
Gleichung = 0; alfo ift die ener 


Ex. 3. Es ſey dy = zal D ау = ax. 
Man findet nach dem ag, Lehrſatze 


G— PP in Er E 
Alſo iſt 


d 1.3.5 
Vac: аа Doa aas he 


und / en vu = xt. 
Nach $. 260. ift 


1.3 x5. Läb x7. 
3 4.44. sand: TRUE = 


dx х 
Г a= == arc. Sin x. 
Folglich iſt ! " "E 
arc. Gin x = x +4. Tt — SU RW 


I 5 9..6^7 
Die Conſtante ift = 
Folgende Methode, wë die Bernoulliſche heißt, gibt 
ein anderes Verfahren an die Hand, durch Reihen zu inte- 
griren. 
$. 299. Aufg. Man foll / Xdx, wo X eine Funk⸗ 
tion von x ift, durch eine, nach den Potenzen von x 
fortlaufende, Reihe beſtimmen. 
Aufl. Es ift, wenn u und » Funktionen von x bedeuten, 
Го dy = uy — f v du (O). 
Setzt man nun u = X, unb dv = ds, fo ergibt fid 
fX dx = XX — f x. dx. 
Es fey dX = Kids, 
alfo fx. dx = X“. x dx. 
Man findet hieraus, in der Formel (O) 
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u = X’, und dv = x dx, alfo v = а 
ſetzend, ЯЯ 
fx.dX = P DE fn dx“. 
Es (ер dX’ = X^ = 
alfo x?» dX = X^ . x?dx. 
Hieraus ergibt fid) durch Anwendung der Formel © 
“ 
fu. dër = - / ах”. 
Sf ferner dX” = N dx, 
alſo x3dX" = N, x3dx, 
ſo findet man 


I. dx == x х. Tan, dx 
Auf dieſelbe Art ergibt fid) 
f» dK“ — — BC Q ax 


и. ſ. w. 
Durch die gehörigen Subſtitutionen findet man aus dem 
Bisherigen 
Х/к? XXS Kuga Xx 


x = Zee xc weno m Mer " om p E 5, 
/ e ЖЕ 2 ы 2.3 2.3.4 9.3.4.5 


— X (ds wird als beſtändig angenommen) 
E: 4 


dx 
dax 
dxs 
d X- 
dx 
dX 
= däi 


X! 


se: OM 


— 


Alſo ift aud) 
dX x? d?X xš 
IX = Хх — Ca ESE 
dX xû dax x5 


— „+ 


^ ddx3'5,3.4 0х2 2.35 


Ex. Man ſucht Fers = ZO ka), dx. 
Hier it X = (14- x)! 
ах 2 
M. ome 1.0 + x) 
d?X » 
Amm ＋ 2. (1＋ 53 
dX A 
EE — 2.3 (1 T xy 
d^X £ 
di Ер За СС 
Alſo 
1 x x?» x3 
J 1+ "ncm E E S. ар? GFT n. tap K 
= lg (1 + x) (5. 960.) 
х? x? 


Verwandelt man die Brüche — m sah)?’ за Ех), 


u. f. w. in Reihen und addirt diefe, fo erhält man die $. 298. 
für lg (4 + *) gefundene Reihe. 


Drittes Kapitel. 


Integration tranſcendenter Funktionen von einer 
veränderlichen Größe. 


A. Integration logarithmiſcher Funktionen. 


$ 300. Aufg. Man ſoll dy = паві 
integriren. 


/ 
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Aufl. Man fhe lgx = z, alfo >. = d, 


2 


fo ift dy = m Gg = ; 
woraus ſich nach $. 260. ergibt 
y = (lgz)" + C 
oder у = (lglg х)" 4 C. 


$. 301. Aufg. Es fey dy = nm (ig smja-i tm 
man ſucht y. 
Aufl. Segt man xm — z, alfo dx = 25 und 


Ig xm = іс л, fo erhält man 
dy = nm (Ig z)n—1 , 


dz 


mz 


= un (Ig z) u-. =. 


Hieraus ergibt fid) 
y = (lg z)" + € 
== ds n C, 
$. 302. Aufg. Das Integral von dy = nm 


Пе (1g x) In 1. de ju finden. 


d 
Aufl. Man fege lgx — z, alfo — = dz, und (Igx)m 
= zm, Hieraus ergibt fid) 
dy = nm (16 zu)n—1. Z 


und hieraus nach der Auflöſung der vorhergehenden Aufgabe: 
y = (16 zm)" + C 
= [lg (1g nn + С. 
$. 303. Bei ber Integration logarithmiſcher Differentiale 
kann auch in manchen Fällen die Formel 
u dy = uy — du ($. 288.), 
wo u und v Funktionen von x de mit Vortheil angewandt 
werden. 
Ex. Es fey (Ig x)" . xmdx zu пеген. 


= Ng — 
Man fege u = (Ig x)", alfo du = n (lg je, 
ii und dy = x"dx, alfo v = E" 
f lgx)xndx = 1 t > Ов) tends, 
Setzt man nun hier n— 1, n—2,... ſtatt n, {0 er⸗ 


hält man ا‎ 
m+1 n- ^n—1 
f as x)u—1xmdx = rn = el: x)n-?xmdx, 
+ —2 
fügx)n-?xmdx = Y 73 uy (lg x)n-3xmdx , 


. + 


fe A +1 a al +1 a ) š 
o a His D = —— = — Ces" 
J (lg x)"x dx m- 1 (m 4- 1)? 
n (n — 4) xm+t , (lg sin? 
4 (m + 1)3 
=D — 2) xm . (lg x)n7$ 
Ӯ. (m + 1» 
Sf n eine bejahte ganze Zahl, (o bricht die Reihe ab. 


B. Integration der exponentialen Diffe⸗ 
rentiale. 


$ 304. Aufg. Das Integral von dy = axlga dx 


zu finden. 
Aufl. Man ſetze ах = z, alfo xlga — 162, 


dz dz j 
a. dx == V un dx = nor fo ift 


== dz. 


dz 
= Z lga. 
dy = z, lg a k. 


Folglich y = z 
== ах + G, 


— 09A — 


$. 305. Aufg. етхах zu integriren. 
mem memxdx 


Aufl. Es ift emxdx = und /memxdx = emx 


(S. 260); alſo /emxdx = e TE 


§. 306. Aufg. Es s; du = dy. хт, dx; 
man ſucht u. 
Aufl. Setzt man ху = z, y.lgx = Igz, Ig x. dy 


x = dis d 
* = F УАЙ =, fo erhält man 


du = RE ＋ iy dx 
= da— xiy. dx + xY-1y dx 
= dz. 
Folglich ift 
u = Se 
= xy ＋ G. 
$. 307. Auch bei der Integration exponentialer Differenz 
tiale läßt (id) die Formel 
Ju ду = uy — fv du 
gebrauchen. 
Ex. 1 Es feb ах, xndx zu integriren. 
Man ſetze u = хо, du = nx"^'dx, 


Ig a. 
dv = axdx = = = y = Ба: 
fo ift 
жат 1 = 
J axxmdx = rss us ax. nxu-idx 
xn ax 
= Ss * . Гаххп-14х. 


Setzt man nun nach einander n—1,mn—2,... ſtatt 
n, fo erhält man 


n—1 , ax — 
Jf axxn-1dx == — — Bi 
lga lga 


xn—2 ‚ах n— 2 


lga 2 lga 


, faxxn-?dx, 


Гахха- зах = , f axxn—sdx , 
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Durch die gehörigen Subſtitutionen ergibt ſich hieraus 


— PON ала, n. i. an n. n — 1. Xn—2. ах 
үз vds lga (Ig a)? + (Ig a)š 
п.п—1,п—9,хп—3,дх 
(lg a)? 
Dieſe Reihe bricht ab, wenn n eine bejahte ganze Zahl ift. 
Ex. 2. Man ſucht das Integral von xnemxdx, wo e 
die Baſis des natürlichen Logarithmenſyſtems bedeutet, 
Man fege u = xu, du == nx ix, 
emx 
dv = emxdx, v = om (F. 305), 


... 


fo ift 
xn, emx emx 
 J=nemzdx == س‎ f— = nxn—idx 
m m 
xP , emx n 
re т. f x»-ienxdx, 


Man {еве n—41, n—2,... nach einander fott n. Hier- 


durch befommt man 
xn—1 emx n—1 


хи—1еюхау xxx m=z mx 
JS d en am xu-2. emxdx 
d xn—2, emx n= 
Ju ie mRdx = —E — — J xna—3emxdx 
\ m 


Alſo ift 
2 xnemxdx = 


xn emx n,xn—1,emx re n,n-1,xn—,emx 


їп? m3 


S. 308. Aufg. Man ſoll —— = = integriren. 
Aufl. Nach $. 77. ift 
ax = 4--1lga.x-F WB, х? + Сва) з 


gx a) 


maa es 


=E 


Alſo 
x. d dx Ig ау? 
Ke > FTB. ax EN xax 


(1g a)* / (Ig a)‘ a 
+ 9.3 ar NOR d eim 


415 


— 226 — 


Folglich 
axdx dga)? vi, (Ig a)s x5 
ST s zi 
(lg а)! ха ; 
＋ 2.3.4 qb. F G 


C. Integration trigonometriſcher Diffe— 
| rentiale, 


$. 309. Aufg. Man foll Gofmx.dx integriren. 
Aufl. Man ſetze mx = y, alſo dx = =, 9 erhält man 


d 
J Gof mx. dx = Coſ y. Z 
= 1. Sin y + C (s. 260.) 


1 s 
m Sin mx + C. 


$. 310. Aufg. Das Differential Sin ms ах zu 

integriren. 
Aufl. Es fey mx = y, alfo dx == W. Hierdurch er, 
hält man і š 
Sin тх. d = Giny. “Y 


m 
= ECH CH +€ ($. 260.) 


= — Coſ mx + С. 


$. 311. Aufg. Das Differential Ginmx.Gofnx.dx 
zu integriren. 
Aufl. Nach trigonometriſchen Gründen iſt 
Sin (a +b) = Sin a. Cofb Coſ a. Sin b 
und Sin (a — b) = Sin a. Coſ b Coſ a. Sin b. 
Mfo Sin (а + b) + Sin (a — b) = 2. Sin a. Coſ b 
und . Sin (a +b) +. Sin (a bi = Sin a. Coſ b. 


=— BE икс 


Hieraus erhält man, wenn mx ſtatt a, und nx ftatt b 
geſetzt wird, 
Sin (m + n) x + Sin (m —n)x Sin mx. Cof nx. 
Alſo iſt i 
Sin mx. Coſ nx. dx Sin (mx. dx +4Gin(m—n)x. dx. 
7 Gof(m--m)xk Coſ (m —n) 
4 of(m-+n)x m — n)x 
Sin mx.Gofnx.dx = P + C. 
§. 312. Durch ähnliche Entwicklungen laſſen ſich auch die 
Differentiale Sin mx. Sin nx , dx, und Coſ mx. Coſ nx. dx 


integriren. Es iſt 8 : 
Sin (m — n) x Sin (m + n) x 


fent 9 (m — n) 2. m + n) 
Sin (m En) x Sin (m — n) x 
EN ГЕ: > ху елт ыи 


$. 313. Nach dem Bisherigen laffen fid) auch integriren 
die Ausdrücke 
[a + b Sin x + c Sin ox + d Sin 3x + ...1. dx 
und [a +b Coſ x с Coſ 2x + d. Coſ 3x . . J. dx. 
Das Integral des erſten Ausdrucks iſt 
ax b Coſ x — 40. Cof 2x — 4d. Cof 3x -.. + C 
und des zweiten 
ax + b Sin x + 4c Sin 2x + 1d. Sin 3x +... + C. 
$. 314. Aus trigonometriſchen Gründen iſt bekannt, daß 
Gofx Coſ x 
2. Coſ x? Coſ әх + 1 
n. Coſ x3 = Cof 3x + 3Coſ x 
8. Coſ x^ == Coſ ux + 4Gof ох + 3 
u. f. w., und 
Sin x = Sin x 
2. Sin x? = — Coſ әх + 1 
n. Sin xš = Sin zx + ON x 
8. Sin x^ = Coſ ux — a, Gof ox + 3 
u. ſ. w. iſt. 


— . — 


Dieſe Entwicklungen als bekannt vorausgeſetzt, hat es 
alſo keine Schwierigkeit, nach dem Vorhergehenden, z. B. 
Coſ x4 dx, oder Sin x^. dx zu integriren. 

Die Ausdrücke für die Potenzen der Coſinus und Sinus 
können auf folgende Art gefunden werden. 

$. 315. Aufg. Die Potenz der Sinus und Gos 
ſinus des einfachen Bogens durch die Sinus und 
Coſinus des vielfachen Bogens auszudrücken. 

Man fege Got: + Sin x. —1 = u (S. 99.) 

und Coſ * Sin x. —1 = v, 

fo ift 2Coſ x = u+ v 


2. Sin x. —1 = u— v 
Cof x = +@ + у) 
Sin x = ar em 
Folglich ift 
Coſ en (ut 
e 
i Pda d ce — ID 
unb Sin x CET. (а — v)", 


wo n jede beliebige Zahl bedeuten kann. 
1. Man erhält durch Entwicklung aus dem erſten Ausdruck 
für Coſ x^ 


Coſ xn SE wn. uiy Ba 
NOn.) 2-393 ] 
quseque xs 


und aus dem zweiten 
Gof x" = E Jee + пупа + Ecg 


eg eu... ] 


I Ae. — 
Alſo ift 
2.Gofx'— BE TY rate HER Ad er) 
C .] 


ЕЕ -4) 


1.2.3 
oder ' 
2r1,Cofe—w+v+n.uv(u 4 eege + v2) 
„Б — u3v3(us-6--vs—6) + o 
Nun ift боох P xcu ENEE AE ENEE At 


2 
($. 99.) 
SM S: +" 5 


alfo 2Coſ nx "C А 
alfo, da man ftatt m jede beliebige Zahl ſetzen kann, > 
9@0{ (а m) x = u + vi-m, 
Das gibt 
für m = 9, Woſ (n — 9) x = w-? 4- v-* 
== ц, 2. Coſ (n- x = ut Lesch 
= 6, VENTES = piel کک‎ 
Aus FREE ж. Мр = u 
unb Cof x Sin x. - 1 = v 
folgt Cof x? + Sin x? = uv — 1. 
Folglich ift 
зн, Go fsa. Go fax Fan. Gof(n— 2-20 — of (n — дук 


2n(n— 1)(n—2) 
Te Coſ (n — 6)х 4. :. 


Alſo auch | 
2. бо{х°=бо[ох-Еп.@о[(т—-ах-Е”-=*——®, of (n — ix +... 
Bei dieſer Reihe kommt man immer, fey es auch nur bei 
gehöriger Fortſetzung derſelben, auf Coſinuſſe negativer Bogen. 


== M — 


Da aber ($. 99.) — » 
de eS ex’ 1 
Coſ m ——— — ——, 
SH E 
und alfo auch Gof — x = quu Ee __ 
+ ех,“ e · =1 


i, d A ER EE 3 


und Gof(n— m)x = (of — (n — m)x = Coſ m — n)x. 

Iſt alfo (n— m) x negativ, fo kann man ſtatt deſſelben 
auch das poſitive (m — n) x ſchreiben. 

II. Die Gleichung Sin x» = F = gibt 


durch Entwicklung ihrer zweiten Seite Sin x" = 


rc vm Teen. AM es, ч 


А.) 
Nun fey 
erftenó n grade. 
In biefem Falle ift (u vin = (v — uy», 
SE xa 1 Ze 1 m 
und Sin хо = Q^ vy ү) — s (Т u) 


Es ift alfo auch Sin x» = 
ED visi] ^ 
Hieraus und aus (A.) ergibt fid) 
i 1 n — 1—1 . 
2. Sin xn |" See n(u"-!y--v"—1u) 
+ "ere v 22) E — A د‎ v3—+ v*73u3)4- > .] 
6 le + у" — пиу (0%2 + v2) 
qi “= g ue (u- Bi v3) ae 4 
Alſo iſt, nach den Edi in (J.), 


A «+ Ой 
2.02.7-19°. Ginx-2 Cpfnx-9n. Coſcu-20 X d Gof (n-4)x 
e .GofCn-6)x4-... 


Folglich ES 
(2.9/^-1)". Sin x" = Gof nx —nGbf (n- Dre, Eof(n-4)x 
— so) Cof (n-6)x--... 


Da n eine grade Zahl ift, fo ift (2. 1 — 1) möglich. 
Das (2.1? — 1y ift bejaht oder verneint, je nachdem n 
ein Produkt aus 2 in eine grade oder in eine ungrade Zahl 
iſt. Es iſt alſo 
+9". Sin K Coſ nx—n Coſ r . Coſ(u-A)x—. . 


Für die Coſinuſſe negativer Bogen gir v Bemerkung in (1. у; 


nes H 


Es fey 
zweitens n ungrabe. 

Bei dieſer Vorausſetzung ift (u— v) = - (y- u), 
und alfo 

тароў бын 1 Ge 

Sinx = Or 7. — SS (u—v)^ EY Xu S (v — u)", 

Alſo ift 

I. Sin х" = 

II. Sin х" = i 


1 
arol 

Folglich 
2. Sinx po ol س‎ 


_ nm- 1)(n-9) ME ES 
Biet ACEN (w73y3—y77393) . d 


ts ЫА, n(n-1)(n-9) ] 
-vnv"’u - ——y tut 5 727 ی‎ 
se 1.2 T 1.9.3 


n(n- 1 ur?y? -yu а?) 
1.2 
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[= nur Darum) 


EN rag — v) + Es 3 
Nun iff uv = 1, und 
(Coſ x + Ginx. y^ — 17 —(Gof x — Ginx. Ae —1>» 
2 1 


pe (2.4^-1) 


Sin nx = 
un — y? 

à 2. — 17 

wo man für n, welche Zahl man will, ſetzen kann; alfo ift auch 


Sin (n—m)x == (u — vr); 


1 
2.7 —1 
folglich w — ү" = = 9.17 1. Sin nx 
wy? 2. V1. Sin (n — 9) х 
um vt 2. 1. Sin (n — ú) x 
E. it. s. Gu 
a. y [е nx nx Sin (n—2)x 22 20 — ns.) 
oder d NIS 


vg e 
9", Se ei vule nx nSin (n-2)x--——— — Sin (n — A) x sd 


Da mut n ungrabe it, fo iff m — 1 grade, und alfo 
Q^ Den möglich, und bejaht oder verneint, je nachdem 
à —4 ein Produkt aus 2 in eine grade oder eine ungrade Zahl ift. 

Folglich ift für ein ungrades n, je nachdem n— 1 ein 
Produkt aus 2 in eine grade oder in eine ungrade Zahl iſt, 


. Sin (Sinn аба (ase, Gina Ais 


$. 316. Die Ausdrücke Sin х". dx und Cof x^dx, worin 
n eine bejahte ganze Zahl bedeutet, laſſen ſich auch noch auf 
eine andere, als auf die vorhergehende Art integriren. 

$. 317. Aufg. Das Differential Sin х". dx zu 
integriren, wenn n eine bejahte ganze Zahl bez 
deutet. 


— 22 — 
Aufl. Es it Sin x. ах = — d Cof x. 
Alſo Sin *. dx = Sin . d Cof x. 
Nun iſt 
Jud = uv — Гуда (S. 288.). 


Setzt man alfo u = — Sin en, 
alſo du = .— n — 1). Ginx? . Cof x dx; 
ferner dy = d Coſ x, 
alfo v = Däi x, 


ſo iſt 
Sin xd = — Sin =I. Cof x - /Gof x. (n- 1) Sin v. Coſ x dx 
= — Sin x=. Coſx 0—1). f Sin x. Coſxadx, 

oder, da бох = 1 — Eins? ift, 

Sin d —Gime- 1. Gofx-E(n-1). Ginx"-?dx-(n-1)/Ginedx. 
Hieraus ergibt fid) 

Sin dx = Er Sin x1. Gofx . . Sin v. dx. 
Nun fey 1) en = 2, 4, 6 + ift 

f Gin xdx = — Sin x. бох + 

Sin xdx = — . Sin xs. Cof x Hr 4. Sin x?dx 

Sin x6dx = — 4. E x5, Mie x + š. бм xAdx 


Es (tà IE 3, 5, 77 H fo ift 


Sin x Shui : 
Sin x3. dx = —4.Ginx*.Gofx- 5. Ginz, dx 
TES i lens. Guíx д EE dx 


* D 


$. 318. Aufg. Das Differential бох dx zu 
integriren, wenn n eine bejahte ganze Zahl bez 
deutet. 

Aufl. Es ift Coſ x dx = d Sin x; 

alfo Coſ x"dx = Cof v. d Sin x. 
Setzt man nun in $. 317. 
u = (fx! 
alfo du = (n — 1). бох"? . Sin x dx; 


= 234 — 


ferner dv = d Sin x 
v = @inx, 
fo erhält man 
J Gof x dx = Eofx1.Sinx+/Sinx.(n—1).Cofx-2.Sinx dx, 
= @0{х'—1.@їп x ＋ (n —1) f Coſ x- Sin x*.dx. 
Hieraus ergibt fi), wenn man 1— Gofx? fttt Ginx? 
fegt und reducirt, 
f est dx = 1. Cof x . Sin х + i . f Cof х" зах, 
Man findet hieraus für n = 2, 4, 6,... 
J Gof x3dx = 1. Coſ x. Sin x + ix 
ie =: Ed en x EL SCHT x*dx 


WEE wie gi "S dis 
J Gof x dx Sin х 
Coſ x3dx = 4. Cof xa. Ginx + 3. Coſ x dx 


$. 319. Aufg. Es и gr integrirt werben, 
wenn n eine TUM ganze Zahl ift. 


Aufl. Es iſt BR . == Coſec ds 
== @о{бс . Gofec x? dx 
= Coſec x . d Gotx. ($. 260.) 
Man feke in $. 317. 
u = — Gpftc x? 


alfo du = — (n — 2) Coſec x. d Coſec x 
= (n— 9) Coſec vs. Gofec x. Got x. dx 
= (n — 9) Coſec x7? . Got x dx; 
ferner dy = d Got x 
y — Cot x, 
fo ift 


== — fee x7 ?. Got x-/ Got x. (n- 2). Coſec x"7?. Cot x dx 
= — Cpfec v. Cot x (n — 9) f Coſec . Cot xs. dx. 


e NE c 


Nun ift Got x? = Coſec x? — 1. 
Alſo ift 


pe = — Gpfec x"—? , (ү x-(n-2) f Cofee xn—2 (Cofee x2-1)dx 
= — Eoferx"*.Cotx-(n-2)fEofeexdxt (n-2)/ Enfeex"'dx 
= — Gpfecx^?, Cotx-(n-2) а -/ amas 


d d d 
= — Goftcx"*. Gotx-n fr t9. f. Bine 6-2 Sinz 
Folglich 


>= Cot x و‎ 
Ee 1) Sin xT a—1 fa 2742 
oder, weil Gof x = a 3 = ift, 
D A nd Е Сыйыт. 
/ ёш x (n- 1) Sin == n— eln — 
Man ſetze n = 2,4, 6, , fo erhält man 
у бх... „бух 
Sin x Sin x 
X zi K Coſ x 
fe IE 
EE 
Für n = 3,5,7,... erhält man 
dx db AD Coſ x 1 dx 
Fein ur r$. He е I Sing 
— Cof x š dx 
Jama me SERS Sin PES Sin хз 
u. f. w. 


In dem Bate, daß n eine ungrade Zahl bedeutet, kommt 
es darauf, Sin < zu integriren. 


Ç eg? Sin * dr Sin x. dx 
Es ift Sin x Sin c :* 1 — Coſx⸗ 
d Coſ x 


1 — @f x? ' 
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oder, wenn man Gof x == y fegt, 

do M e E Ar 

Sin x > E 
УЖ IT ES OB 


ı1—y'ı+y 
Alſo ift 
dx 
SE FRO =P= UTH 
Sec: 3 Fa 
PETTY 
TELE 
BIET 
lg v^ a — eof x) 
Sa + Сох)‘ 
$. 320. Auf ähnliche Art finder man 
— Sin x 1 — 2 
Jere 1) Cof me vi چک‎ sai e i 
of x dx 
Sf n ungrade, fo kommt man auf /— ess = f 17 


d Sin x 
— Sins з, woraus man durch das Verfahren in $. 319. 


Sin 
а KEE Sin x) 
imd fus his =B — Siu 
$. 321. Aufg. Man foll Ginx"Gofxdx integriren. 
Aufl. Es ift / Sinxm. Go dx Sinxm i. Sinx. Coſx dx. 
Man [еве u = Sin хт-1 
alfo du — (m — 1) Sin xm-2 Gof x dx; 
ferner dv — Sin x. Got dx 
= — f x. d Coſ x 
Cof x" 
Bp 
fo it / Sin x». Gof dx = Sin xe. Sin x. Gofxdx 
DR ENT ET (n — 1) ins. Cof x ах 


SOx mw — 
— — Өш", a F ү /®Мх"—.бәх'(1-@їпх?)ах. 


alfo v = — 


, 


IT — 
Durch gehörige Reduction erhält man hieraus 
Sinxm. Coſc dx SH se, += J'Ginx"^. Coſx dx. 
(O) 
Es ift auch / Sin xm Gof xxax = Sin xn. Goss. Coſ x dx, 
Setzt man nun u = Gof x! 
dv = Sin xm. Coſ x dx 
Sin xm. d Sin x, 
= — (n- 1) Coſ s>. Sin x dx 
Sin ym+i 
m+4 ° 
fo erhält man ELI V. 
itx бобах BE ein Be . Sinx" ‚Eofx"°.Sinx’dx 
Hieraus ergibt fid durch Subſtitution von 1 — Сох? 
ftatt Sin x? und durch Reduction 


i m+ n1 
S Sina. бореа Sim. a ME 


alfo du 


und v = 


ioa Ginx"Gofx-*dx. 
(9) 


Setzt man nun hier m— 2 Е = {0 bekommt man 


Sinx m2. Coſ dx ES e ET T 5 L fSin. Go(x^?dx. 
«C 

Vermittelſt dieſer Formel und der Formel (O), fo wie 
der Formeln ($. 317. 318.) und anderer ſchon integrirten, läßt 
fid) das Integral von Sin x". Coſ dx genau finden, wenn m 
und n bejahte ganze Zahlen find. 

Ex. 1. Man ſucht / Sin x6 Cof x5dx. 

Es iſt 
nach (O / Sins Coſ xd ur · @о{хб. @{пх5+- r Sinxa. Gofx5dx 
nach (O / SinxaCoſ dg. Sin xs. Coſ x^--5. / Sin xa Gofx?dx 
nach (O) / Sinx d. Gofx? dx — 4. боха, Sinxs 4-3. / Sin x?.Cofx?dx 
nach (O / SinxꝛCoſc ada. Sin хз, Coſ x?4-2. / Sin x? . Coſx dx 
nach (O Sin x?Gofx dx— —4 . Cof x?. Sin x + +. / Cofx dx 

. Gof x. Sin x ]- 1. Sin x. 


— 288 — 


Ex. 9. Man ſucht / Sin x^ , Gof xx. 

Es iſt nach 
(О) / Sin xa. Gofx? dx = — yr · Gofxs. Ginx? + Aën", Gate "de 
(© Sin x.. Gofx dx — 4 . Sin хэ. Coſ xo--5 . / Sin x. Coſxdx 
(O). Sinx. Coſx dx = — +. Gof xo. Sin x + +, / Coſ xs dx. 

Das Integral von Cof x5dx findet man nach $. 318. 

Ex. 3. Man ſucht / Sin х5. Cofx7dx. 

Es iſt nach 
O) / Sinxs. Gofx7dx = — и... Gofxs. Sinxa E/ Sin xs. Gofx7. dx 
(C/ Sin x. Coſx dx = Aen Sin x^. Coſ x6-1-45, / Sin xs. Cofxsdx 
(O) Sins. Gofx5dx = — 1. Coſ xo. Sin x. / Sin x. Gof xsdx. 
Nun ift / Sin x. Coſ xsdx = — Coſ xs. бох = — 1. Cof хб, 


$. 322. Aufg. Man геп J u finden. 


> Aufl. Setzt man — n (tatt n in (O), fo erhält man 
inxmdx S * in m2. dx 
J Gof Tan). mn JE rs. A) 
Aus 9 $. 321. ergibt fih, wenn man — n бай n fegt, 
HE xmdx Syara ¿pha dE. x" dx 
Соха  (m—n ofti ш Cof mit? ' 
Hieraus findet man 


n+1 „Sin dx Sin xt Loy а Sin xmdx 
mn Jos d xnt2 (m—n) @р{ xn+1 Coſ x 
Alſo iſt 


Sin dn _ Sin anf mn Sin xmdx 
Jeer Soft? ' (np Gofx афа Sm Coſ xa 

Man fege m — 2 ſtatt m und n — 2 ſtatt n. Hierdurch 
bekommt man 


JGinxedx — Sin x1 m—n „Sin x- dx e 
^ Gofx" (n) CT pm Coſ ` (B) 
Alſo ift aus CA.) und (B.) 

Sin xmdx Sin xm—1 m—1 1 Sin x= 


Co xa a а (m-n)Gofx^" mn "m—4 ` @р{ x^—! 
TE ыча. Sew E dz 
- TR Coſ x 


-— UNO س‎ 


Nun kann ſeyn ! 
L) m>n, oder IL) m —n, oder III.) m = n. 
І. Sft m — n, fo kommt es darauf an, / Sin хех und 
Sin x"dx 
ri Coſ x 


wenn n ungrade ijt. 


II. Iſt m n, fo muß man finden können Jess - und 
JS x dx _ — E Coſ x 
Coſ xr of xr ' 
zweite, wenn n ungrade iſt. 
ПІ. Iſt m = n, fo ſetze man zuerſt in (B.) m + {ан 
m. Hierdurch erhält man 
Sin xmdx Sin xuft  m-F2—n nes xm dx 
"or (u- Бк  n—i1 ST 
Alsdann n — 9 ftatt n. Hieraus ergibt ſich 
Sin x»dx Sin em m—1 „Sin u-. dx 
тт Got? (mn 2). Cof s RAT (ex Coſ x= 
Aus den beiden hier abgeleiteten Formeln findet man, 
wenn man m = n feßt, 
3 Sin xmdx . = = re 8 ун xmdx 
J. Gof 3 xm-! m1 (of xm—* 
Sin xmdx Sin x" m1 Sin x. dx 
D [em Goíx"7? — 72,03 m ا‎ + 
Bei Anwendung Dieter Formeln эё man, je nachdem 


zu finden: das erſte, wenn n grade, und das zweite, 


das erſte, wenn m grade, und das 


1 


m grade oder ungrade ift, auf Гах, oder auf 7 S 
duel Gof x 
Gofx ` 


Nun kann man als bekannt annehmen 
Sin xrdx nach $. 317. 


dx 
Jg, nach . 390. 


Sin x dx d Coſ x 
ل‎ Cof xr mE m nach $. 960. 


— — 


^ dx nach $. 960. 


ETE nad) $. 260. 


in хта 
Man hat alſo noch / Enz zu ſuchen. 
Man fege in A. $. 392. n = 1 und m = x, fo be 
kommt man š 
in xr d. in хг—1 inx-2.d 
е х Sin x A 7 x x 


бул metr mm] Gof x 
EECH d V G + Sin x) 
d x x 
їг es 0, das ==! 8 — Sin ) (S. 320.) 
Si d 
= , f ie = — lg Coſ x ($. 260.) 
Sin x?dx = dx 
E 
Sin xšd : @inx d 
— з, а = —4. Sin x Tears 
Sin zäds __ к ` Sin x?dx 
= , Cof x = —4. Sin xš + f Cof x 
Sin x5dx : Gin x3dx 
Eege cop avro erm 
u. f. w. 
Coſ x "dx 


$. 393. Das Differential "es läßt fid) auf bie Form 


d š 
бтн bringen. Setzt man nämlich x — 909 — y, {р er- 


hält man Ginx = Gofy, Gofx = Sin y, dx = — dy. 
Durch Subſtitution dieſer Werthe in D = bekommt man 
Jure "de e Sin y"dy 
Sin ^ — боѓу" ` 4 . 
x 


$. 394. Aufg. Man ſoll Sir gq Aeg rien. 


Aufl. Man ſetze in $. 321. (O) und (9) — m ſtatt m 
und — п ftatt n. Hierdurch bekommt man г 


— эм — 


dx 1 E 2 
Venen” Sta bn Samt mn e рх» 


E 7 n. 1 
Ne ан ner eh eoa" 
Aus dieſen beiden Gleichungen ergibt kam 
dx 1 1 
er Ede Gps Th Фох". Ст 10 e Co 
1 
e Ginx" ene ss "Gier? SE nH = шен Coſ x 
Setzt man nun in I. m — 2 Gott m, und in II. m 9 
ſtatt m zh n—2 n n, fo befommt man 
1 n-n-2 
0 ine быс” * Ce "of, eme ma ur Se See: 
dx 1 наа "dx 
gy. Se: ur Gi G= T Sr SE t ë ejes ' 
Nun fey 
Erſtens m n. St in dieſem Falle 28 
1) m grade, fo kommt man — das /—— Cof (8. 320.0) 
Und iſt = 
5 ungrade, {0 hat man fach $. 391. gs 


x Aen ) 
/ Ginx Date га CH oin Sin x. Sr SE 
Durch diefe Formel wird man geführt anf Sing’ wenn 


dx e 
r grade, unb auf Din r. if wenn er ungrade ift. 
Es ſey | 
Zweitens n m. Iſt bier à 
1) n grade, fo fommt man auf Je et Und ift 
2n ungrade, fo bat mam durch КА Formel F. 32. о. 
dx E GE p / dx | 
Je x" Cof «K  r—a Sin xma + Sin Xr бох’ 
Durch dieſe Formel wird man geführt, entweder auf 


dx dx 
Је, oder auf / Sin x. бот” 4 
1 


— 22 — 


Es fey - 
Drittens m = n. In dieſem Falle kommt man entweder 


auf fax, oder auf тте бт 
$. 395. Auf g. Man Dua finden. 
j „Sin x? 4 Ef x?) dx 
afi. С "t Jesse z^ Sin x. Coſ x 


E Sins. de Gofxdx — d Gofx d Sin x 
E ЖЫ Sn = d eins 


Co 
= lg Sinx — lg Coſ x = In M lg Tg x. 
dx 
TS 326. Aufg. Man ſoll rap Sims’ 
Sin пх.. dx .. 
KEDA integriren. 


Aufl. Man fte nx== y; alſo dx = Lay Hierdurch 
erhält man {ан der gegebenen Differentiale folgende: 
Ey E d. 1 Sin y. dy 
п "Соју?" n Sin y“ n. Coy: 
die ſich nach $. 319. 320. oder nach $. 322. integriren laſſen. 
§. 327. Aufg. Man ſoll f хах. arc. Sin x ſuche n. 
A “fL ‚Den u und v Funktionen von x bedeuten, fo ift 
u dy = uy — fv du. (O) 
Man ње «omm arc. Sin x, und dv = хойху : 


A dx 
alfo дж = = = 7u-») 
Xn 
und v SEKR 
Durch Subſtitution Pieter Werthe bekommt man 
xn+1 xn, dx 
J xndx, arc. @inx = SE: arc. Ginx — — ID HII 


$. 328. Allgemeiner heißt die vorige Aufgabe: Dan (oll 
JX dx. arc. Sin x finden. 


س 243 — 


Man fege hier u == are, Sin x, 


alfo du = BULLET, Я 
M IT утса Bj 
Man ſetze ferner 

dv = AS dx 


und v = /X dx = V. 
Durch Subſtitution dieſer Werthe in die Formel (O) be⸗ 
kommt man 
fX dx. are. Sin x = V. arc. Sinx ve — 33) 


Die Integration der Formel X ах. arc. Ginx hangt alfo 
von der Integration einer algebraiſchen Größe ab, wenn V 
algebraiſch iſt. 
$. 329. Auf eine ähnliche Art findet man 
Tends, are. Coſ x, und f xodx arc. Tg x. 
Auch laſſen ſich dieſe Aufgaben, wie die in §. 327. ver⸗ 
allgemeinern. ($. 328.) 


Viertes Kapitel. 


Integration der höhern Differentiale der Funk⸗ 
tionen von Einer veränderlichen Größe. 


§. 330. Man erinnere ſich, daß das nte Differential aus 
der Differentiation des n — aten, das n — ite aus der Dif- 
ferentiation des m — aten, das n — ote aus der Differentiation 
des n— ten, u. f. w., das zweite aus der Differentiation des 
erſten und das erſte aus der Differentiation der urſprünglichen 
Funktion der veränderlichen Größe x entſtanden ift; daß fer- 
ner, bei der Ableitung der höhern Differentiale, "dx als uns 
veränderlich angenommen wurde und bei jeder Differentiation 
beſtändige Größen weggefallen ſeyn können. Dieſe Bemerkun⸗ 
gen feſthaltend, wird man einſehen, daß man, nach den bisher 
für die Integration gegebenen Vorſchriften, das nte Differen⸗ 
tial zurückführen muß auf das m — ite, das n — ite auf das 


= ИШ — 


n — 910, u. f. w., das zweite auf das erſte, und das evite auf 
die urſprüngliche Funktion. Es ſey z. B. zu integriren 
437 = [94 .ах +} 6. bl. dxs. 
Aus dieſer Gleichung ergibt ſich ſogleich 
d?y 
d 42 = [94 ax + 6. bi, dx 
= M. ax dx ＋ 6. b dx. 
Durch Integration nach den früher gegebenen Voyſchriften 
findet man hieraus 
2 
= = 19 , ax? + 6. bx + С, 
Aus dieſer Gleichung ergibt (id) 
a se = 19, ax?dx + 6. bx dx + Сах, 
Durch Integration Meier Gleichung erhält man 
x == цах? + 3 , bx? ＋ Сх + С^. 
Alſo ift auch 
dy = haxddx + 3. bx?dx + Сх dx + C/dx 
und folglich ° 
y == ах^ + bx3 + 40x? + Сх + G“, 


Fünftes Kapitel. 


Von der Integration der Differentialgleichungen mit 
zwei veränderlichen Größen. 


$. 331. Eine Differentialgleichung mit zwei veränderlichen 
Größen, in welcher die Differentiale nur auf der erſten Potenz 
vorkommen, iſt unter einer von den Formen 
Р dx + Q ду = dz, 
und P dx + Q dy = 0 begriffen. 
Sowohl P, als kann in jeder dieſer Formen x und y 
enthalten. 


= Gy س‎ 


$. 332. Ertl Kommt in einer Differentialgleichung 
mit zwei veränderlichen Größen x und y das x mit dy, und 
das y mit dx multiplicirt vor, fo heißen die veränderlichen 
Größen ungeſondert. Sie heißen geſondert, wenn jede 
von ihnen nur mit ihrem Differential multiplicirt vorkommt. 
Ungeſondert find die Größen x und y z. B. in der Gleichung 


X 


2yx dx + x?dy = 0 und geſondert in der Gleichung 2. 
+Š. 0. | 
$. 333. In manchen Fällen laffen fid) die ungeſonderten 
Größen einer Differentialgleichung ſondern. Dividirt man z. B. 
die Gleichung 
ges dx ＋ x?dy = 0 
durch x?y, fo erhält man Ч 


X ey 
$. 334. Eine Differentialgleichung, in welcher die vers 
änderlichen Größen geſondert find, hat die Form 
X dx + Ydy = 22 
oder 
X dx LX dy = 0, 
wo X kur die veränderliche Größe x, und Y nur die veränder⸗ 
liche Größe y enthält. 
$. 335. Sind die veränderlichen Größen einer Differen⸗ 
tialgleichung geſondert, ſo läßt ſie ſich nach den frühern Re⸗ 
geln integriren. Es iſt nämlich 
JXdx A dy C = Z 
oder 
IX dx X dy = С 
und [Xax ſowohl, als f'Ydy läßt fid) nach den früher gegebe⸗ 
nen Vorſchriften finden. 
$. 336. Nach S. 239. ift eine Differentialgleichung mit 
zwei veränderlichen Größen x und y entweder vollſtändig, oder 
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unvollſtändig. Auch ſind daſelbſt die Kennzeichen ihrer Voll⸗ 
ſtändigkeit, oder Unvollſtändigkeit angegeben. 

Eine vollſtändige Differentialgleichung läßt fid) integriren. 

$. 337. Aufg. Man ſoll das Differential 

P dx +Q dy 
integriren, wenn es vollſtändig iſt. 

Aufl. Sft der Ausdruck P dx ＋ Q dy ein vollſtändiges 
Differential, ſo iſt er durch bloße Differentiation einer 
Funktion von zwei veränderlichen Größen, oder einer Glei⸗ 
chung zwiſchen zwei veränderlichen Größen x und y entſtan⸗ 
den. Das Differential einer ſolchen Funktion oder Gleichung, 
die V heißen mag, entſteht aber dadurch, daß man ſie zuerſt 
fo differentiirt, als ſey nur x veränderlich (dadurch erhält man 
Р dx), und alsdann fo, als fey nur y veränderlich (man bez 
kommt dadurch Q dy), und daß man endlich beide Reſultate 
addirt. Bei der Differentiation unter der Vorausſetzung, daß 
y beſtändig und nur x veränderlich ſey, ſind aus der Glei⸗ 
chung oder Funktion V alle Glieder, die kein x enthalten, 
weggefallen. Die weggefallenen Glieder ſind entweder eine 
bloße beſtändige Größe, oder, in beſtändige Größen multipli⸗ 
cirte, Potenzen von y, oder beides zufammen, Integrirt man 
nun den Theil P dx des gegebenen Differentials, als fey nur x 
veränderlich, ſo werden alle Glieder der Gleichung oder Funk⸗ 
tion V, die x enthielten, wiederhergeſtellt, und es fehlen an 
derſelben nur noch die, welche bei der Differentiation der Funk⸗ 
tion oder Gleichung V unter der Vorausſetzung, daß nur x 
veränderlich wäre, weggefallen ſind. Bezeichnet man alſo die 
weggefallenen Glieder durch Y, welches alfo eine bloße beſtän⸗ 
dige Größe, oder, in beſtändige Größen multiplicirte, Potenzen 
von y, oder beides zuſammen bedeuten kann, ſo iſt 

P іх Y 
der Funktion oder Gleichung V gleich. 

Man differentiire ГР dx Y als ſeyen x und y wet» 
änderlich. 


= MM = 


Wenn man differentürt, als fey bloß x veränderlich, fo 
erhalt man P dx. 

Was man bekommt, wenn man differentiirt, als ſey bloß 
y veränderlich, fey ausgedrückt durch R dy + dx. 

Differentiirt man alfo / sfr als ſeyen x und y 
veränderlich, ſo erhält man 

P dx + R dy + d. 

Da nun / P ax j+ X der Gleichung oder Funktion V gleich 

iſt, ſo muß auch ſeyn i 
P dx + Q dy = P dx + R dy + dY, 


Alſo ift 
Q ау = В 4у A dx 
dY = (Q — R) dy 
unb Y = =- dy. 
Folglich 


f? dx + Qdy] = /P dx + Y, 
= f? dx + /(Q — В) dy. 

Hier fann Q — R fein x enthalten, ba Y teins enthält. 
Alſo läßt fid) (Q — R) dy integriren. Der Ausdruck /P dx 
wird integrirt, als fey nur x veränderlich. Folglich läßt ſich 
das Integral von P dx + Q dy finden. 

Regel: Man integrire Р dx ＋ Q dy fo, als fey nur x 
veränderlich, zu dem gefundenen partiellen Integral P dx 
fege man die Ergänzung Y, was man hierdurch erhält, diffe 
rentiire man, als ſeyen x und y veränderlich, man beſtimme 
ferner aus der Gleichſetzung des hier gefundenen und des ge⸗ 
gebenen Differentials die Größe Y, und füge endlich das bee 
ſtimmte Y zu dem partiellen Integral SP dx. 

Gy. 1. Es feb gegeben 

y? x dx ＋ 2 dy — dz, 

Hier ift P = ys. unb “О = xy; 


alſo J = = дух und N = xy; 
folglich das mn Siang vollſtändig CS. 239.) 


— 8 — 
Nun ift 


f? dx = fy'xdx = 1y?x*, 
Alſo 
P dx Y = iy*x? ＋ V, 
P dx + R dy + dY = y?x dx + yx°dy + dv. 

Letzteres ift auch dem gegebenen Differential gleich. Man 
hat alſo 

y?x dx + x?y dy = y?x dx + yx*dy + dv. 
Alſo it dY = o, oder Y eine beſtändige Größe. 


Folg⸗ 
lich iſt 
z = iy?x? + Ea 
Ex. 2. Es fey gegeben dZ = агу 
Y fey geg pci icy 
"Ma S a hers x 
Hier iſt P = Se und Q = ay 
Е r 1:09 T. se E ve 
(а-у (a— _ š 
alfo. die St 0 Gleichung u 
Nun ift 
x 
ГР dx = — 


dx + = аә . 
Differentürt man dieſen Aus druck, als ſeyen x und у 
veränderlich, ſo erhält man 


dx x. dy 
P dx + Rd dY = „ed. 
+Rdy+ — — 


К х 
Alſo iſt D = Gm: 
Daag, da Q = EES; ift, fo if 
r * 
е3 Lea: = 


Gm 3 


Hieraus ergibt fid) 
pit 


a 
а — y м 
ift, fo erhält man 


x 
Da nun [Pdx = pee 


A. Abfonderung der in einer Differentialglei- 
chung enthaltenen zwei veränderlichen 
Größen, 


$. 338. Aufg. Wenn im einer Differential: 
gleichung, die gleich Null ift, das Differential dx 
in eine Funktion bloß von y, und das Differential 
dy in eine Funktion bloß von x multiplieirt ift, 
die veränderlichen Größen abzuſondern. 
Aufl. Die gegebene Differentialgleichung läßt ſich dar⸗ 
ſtellen durch 
* dx ＋ X dy = 0, 
wo X eine Funktion bloß von y, und X eine Funktion bloß 
von x ift. Man dividire die Gleichung durch das Produkt 
VX. X. Hierdurch erhält man die Gleichung 
x dy 
X 0. 
In ihr find die veränderlichen Größen x und y von ein⸗ 
ander abgeſondert. 
Ex. Es fey y^ (1 — у?) dx — (1 + х?) dy = 0. 
Dividirt man hier durch das Produkt (1--x2.1^(1—y2), 


9 erhält man 
po dx dy 


Ca vos 0 
Das Integral hiervon ift 
arc. Tg x — are, Sin y = С, 
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oder, wenn es für x = 0, und y = verſchwinden ſoll, 
arc, Tg x — arc. Sin у = 0. 
Alſo arc. Tq x = arc. Sin y. 
Aus der Gleichheit des Bogens der Tangente x und des 
Bogens des Sinus y ergibt ſich nun weiter 
WG —yD) :У == 4:х 
Pe y 
und x = vu c 
$. 339. Aufg. Wenn in der Gleichung XY dx 
+XYdy = O das X unb X Funktionen von x, und 
das Y unb Y Funktionen von y bedeuten, bie vere 
änderlichen Größen von einander abzuſondern. 
Aufl. Man dividire durch V. X“, fo erhält man 


X X 
Sir dx + Y dy = 
Ex. Es (ер х?у dx + (3y + 4) y? x3. dy = 0. 
Dividirt man u durch у. *I, fo bekommt man 
Зу E 1 
ved + dy. == p. 


$. 340. Aufg. In ме Gleichung dy Рух = 
dx bedeuten P und Funktionen bloß von x; 
man ſoll die es ЕДЕ Größen x unb d von 
einander abſondern. 

Aufl. Man fefe y = Xu, wo X eine beliebige Funt- 
tion von x ift und u eine beliebige veränderliche Größe bedeu⸗ 
tet; alfo 


dy = X du + u dX, 
Subſtituirt man für y und dy ihre Werthe in die gege— 
bene Gleichung, ſo erhält man 
X du + u dx + PXu dx — Q dx 
oder X du + u (dX + PX dx) = Q dx, (J.) 
Da X eine beliebige Funktion von x ift, fo kann es auch 
eine Funktion von x ſeyn, die fo beſchaffen ift, daß 
dX ＋ РХ dx = 0 
wird. 


— 251 — 
Iſt aber i 
dX + PX dx = 0, 


ue dX 
1) D a ES — P dx 


und 2) X du = Фах 
oder du 94 (k.) 


x 
Nun erhält man aus 
pax, 


Ig X = — / dx, 
oder, wenn e die Baſis des natürlichen Logarithmenſyſtems iſt, 
leo de E 
oder X = e as, 
Hieraus und aus (K.) ergibt (id) ferner 
du = NËT = e/* 4, Q dx, 
Folglich ift 
u = fe/*5,0dx + С, 
Folglich, Da y = Xu 
X e—/? dx 
ш ==, Деб ¿Q х], 
yen. [f e/?*4:, Q dx 4- C]. 
Ex. Gg fey dy y dx == axndx. 
Hier dit. P == 17 Q == ax", JD dx = ER 
e-x ‚[fex.axadx + C]. 
Nach $. 307. Ex. 2. ift 
J exx»dx == xnex — n. хй—1ех +- n(n — 1) xn—ex — ,,, 
Alſo ift 
F ex. axndx + С == aex [хп — nxa-1 + n(n—1)xn——.,,,]4- C. 
Folglich ift 
y = a[x" — nx! Ln (n — 1) X —...] + Ce, 
§. 341. Die Differentialgleichung E 
dy + Py dx = Qyntidx, 


= 252 = 


wo P und Funktionen bloß von x find, läßt fid) auf bie 
Form dy -+ Ру dx == Q dx bringen. Denn man dividire die 
Gleichung durch y. Man erhält hierdurch 


z -+P dx = Oed. (©) 


Setzt man nun = = z, {0 ift 


== ny—n—1dy = dz 
dy dz 
3* our dmt 


Durch Setzung der Werthe fin I У und yn in (O) erhält 


man 4 Q.a 
2 ‚ ах 
ec RR P dx a= Gen CH ; 


Hieraus ergibt fid) 
— dz + nPz dx = nQ dx 
oder dz —nPzdx = — nę dx. 
$. 342. Aufg. Man foll die veränderlichen 
Größen der Gleichung 
(axm-Tbxqm-yf Cx get, dx (X m. Omg NK NH, dy 
= 0, 
in welcher die in dx und dy multiplicirten unte 
tionen gleichartig find, d. i. in welcher die Summe 
der Exponenten der veränderlichen Größen < und 
y in jedem Gliede gleich ift, von einander abſon⸗ 
dern. 
Aufl. Aus der gegebenen Gleichung folgt 
* _ ахо N- bxm-fyí -]- exm—sys E 
dx m 4- [jxm—*y? E yxm-sy*4- ., , 
Man feke y = xz, alfo dy = x dz + z dx. 
Subſtituirt man diefe Werthe und dividirt den Zähler 
und Nenner des Bruchs auf der rechten Seite der durch die 
Subſtitution erhaltenen Gleichung durch xm, ſo erhält man 


= 38 = 


sde ＋ dx at bzf -- ez& E 
dx a+ fBz*4-yz' FE 


Setzt man, was auf der rechten Seite dieſer Gleichung 
ſteht, = Z, fo hat man 
x dz + 2z dx = 2. dx, 
alfo. x dz == (Z — z) dx 
d< dz 


ў dz 
Folglich lg x Je 
d 
Iſt Iz gefunden, fo fanm man ftatt z feinen Werth 


Y (een. Man erhält dadurch eine Gleichung zwiſchen x und y. 
Ex. Es fey (ax + by) dx — (ах + Ву) dy = 0. 


Hier ift 2 = =, und man findet, wenn yxz 
geſetzt wird, 

2 a + bz 
<+ Ва’ 

, 22200: a + (b — а) z — Ba? 

% + z = 

dragi (æ + Ва) dz 
m x  a-d-(b—a)z-— 2 


Der Bruch ا‎ läßt (id) zerlegen in 
(82 L t» — tb) Em Gæ + +b) dz 
a4-(b—a)z - a + (b — g) z Bai 

Man ſetze e + $e — b = u, alfo 
u + 1b— 1⁄4 

8 
Durch Subſtitution ergibt (id) aus dem Ausdruck 
(82 + 4 — +b) dz u du 

a+ (b—a)z— Ra: der folgende be ETT S 


d 
йа = у, und z = 


— 14 = 


Dieſer läßt fid) nach $. 260. IX. integriren, und man erhält, 
wenn man nach der Integration für u feinen Werth ſetzt, 
[Ou = s = — Mg [a ++ d —a«)z-— is 

Man bat alfo 
1gx—C—14.lg[a4- (b—a)z— GY EB) Áo 

$. 343. Erkl. Eine Differentialgleichung P ax Q dy —o, 
in welcher P und Q gleichartige Funktionen von x und y find, 
heißt eine gleichartige Differentialgleichung von zwei verander- 
lichen Größen. 

$. 344. Da fid) in der Differentialgleichung Рах + Q dy 
= 0, wenn ſie gleichartig iſt, die veränderlichen Größen < 
und y von einander abſondern laſſen, ſo ſucht man oft Glei⸗ 
chungen, die nicht gleichartig De wo SH gleichartig zu 
machen. 

§. 345. Aufg. Die Differentiak⸗ Gleichung 
P dx + dy = 0, in welcher P und Qnicht gleich⸗ 
artige Funktionen von x und 7 find, wo möglich 
gleichartig zu machen. 

Aufl. Man ſetze у = zu, alfo dy = nzn-1dz, und 
ſuche nun n ſo zu beſtimmen, daß man eine gleichartige Dif⸗ 
ferentialgleichung zwiſchen x und z erhält. 

Ex. Es ſey 

(a — xy + х?у?) dx — xiy?dy = 0. 
Setzt man y = z^, alſo dy == nzn—!dz, {о erhält man 
(a — xzn ＋＋ Xen) dx — nx^z?ngn-1dz = 0. 

Da nun а = ахо ift, fo muß, wenn die Gleichung gleich⸗ 

artig werden ſoll, ſeyn 
= n 1 9%9n + ? = EEE 

Diefe Bedingung wird erfüllt, wenn man n = —1 fegt. 

Setzt man alfo n = — 1, ſo ift „= 271, und die ger 
gebene Gleichung ‚verwandelt ſich in 


\ 
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(a —x.z-1-- 2273) dx ＋ x4z-?272, dz = 9, 
oder, wenn man mit z^ multiplieirt, in 
(az? — xz? + x?z?) dx + x^dz = 0. 


B. Vervollſtaͤndigung eines unvollſtaͤndigen 
Differentials mit zwei veränderlichen Gröf- 
fen x und y durch Einführung eines neuen 

Faktors. — 


S. 346. Lehrſ. Wenn bei einer gegebenen Dif- 
ferentialgleichung Pds dy — o nicht J == 1 85 
ift, d. i., wenn die Gleichung nicht vollſtändig ift, 
fo muß es allemal einem gewiffen Faktor geben, 
durch ben fie vollſtändig wird. 

Bew. Der Differentialgleichung P dx + Q dy = о muß 
eine Integralgleichung mit zwei veränderlichen Größen x und 
y, die auf der einen Seite bloß eine beſtändige Größe hat, 
zu Grunde liegen. Dieſe need Р ра en durch bloße 
Differentiation ; 
M dx + N ду = 0; 
wo M von P und N von -Q verichieden in: 


Hier mug alfo 
ам dN i- E 


| e ide 
ſeyn. 
Nun folgt aus ; 
M dx N dy = 0 
d M 
йк = ~ x О) 
und aus P dx + Q dy = ; 


dy EAP 
di 00" (O 
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Da nun das Verhältniß von dx zu dy in (O) und СО 
einerlei ſeyn muß, ſo erhält man 
| м Р 
N Q: 
Alſo iſt M = L. P 
und N.=. L. O. 

S. 317. Aufg. Man foll den Faktor finden, 
durch deffen Einführung ein un vollſtändiges Dif- 
ferential рах +Q dy = 0 vollſtändig wird. 

Aufl. Man ſetze, das unvollſtändige Differential Pdx+ 
Q dy = 0 werde vollſtändig, wenn man es mit dem Faktor L 
multiplicirt. Alsdann ergibt ſich aus der vollſtändigen Diffe⸗ 
rentialgleichung 

T LP dx + LQ dy = 0, 


dLP dLQ 
ду ы dix: ^ 
PdL, LdP ш Qu ABE 
pper ага т dy. "oS der s 


Man heiße V, ſowohl, was auf der a e was auf 
der rechten Seite dieſer — жй. 
Man bat 5 2 


alſo P. we ар = Ү ду, 
oder, weil L und P ſo differentiirt gedacht werden, als fey 
nur y veränderli 
y d, ат, ar 
BUS SÉ ==. V dy. 


РИ ift 
259 Фе Убу LL dP 
dy. зар. E d 
а 
dL. Po 


— = 


Man hat Qai A 
s, 149 
en EC 
Hieraus leitet man ab, wie in 1., 
dL gx ar 
dx — V dx dx 
L. ` 2... 2 
Man abbire das in 4. und 9. Gefundene. Man erhält fo 
dx dy Y — Уйх Vdr — s 
I. PE =. m 
Nun ergibt fi п aus * E zb Oe 
Q = TU 


Subſtituirt man dieſen Werth für O in das erſte Glied 
auf der rechten Seite der Gleichung СФ), fo erhält man 
sehr. аф Ра 
dx dy dx dy 


= — O — T لے‎ 
= 


L Q 'P * é 
Nun ift, wenn man L fo differentiirt, als ſeyen x und y 
veränderlich, 


Man hat alſo 


dL dx dy 


kL=—/ ee 


Durch diefe Formel findet man den Logarithmen des ge⸗ 
ſuchten Faktors. Der Faktor ſelbſt ergibt ſich, wenn man die 
zu dem Logarithmen gehörige Zahl nimmt. 

$. 348. In den meiſten Fällen hat es ſeine große Schwie⸗ 
rigkeit, den Faktor L zu finden. Nur in einigen beſondern 
wird er leicht gefunden. Hierher gehört vornehmlich der Fall, 
wenn L eine Funktion entweder bloß von x, oder bloß von y ift. 

Aus der Gleichung 


dP 
te e, ati B 


aQ dx dP zd 


17 
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f man nämlich, wenn L eine Funktion bloß von x, alfo 


dP dL dO 

+ d. 9m Q „tr! e 
10 ат, ғ 
E 40]- Ce 


1 per aep [ab 
Q Edy dx L 
und hieraus E (td) 
d 
le; == fb to TASSE 
in pag Ј dE dx 
o iſt, wenn e die Baſis des natürlichen Logarithmen⸗ 
ſyſtems bedeutet, SCH 


L, = é x кеч 
Den Faktor L zu finden, kommt es alſo bloß darauf an, 
daß 05 — R] eine Funktion bloß von x fey. 


D "e fey dy + Hy dx = Jdx, und Hund J ſeyen 
Funktionen bloß von x. ($. 330.) 
Es iſt auch dy + —€—€ dx = 0. ($) 
Alſo ift Q = Ну — J 
= 1 


1 dE е] H. 


olg lich L en. 
Multiplicirt man mit Goen Werthe des Faktors L die 
Gleichung Sy Al bekommt man die vollſtändige Gleichung 
ddy 4- (Hy — J) е/Н®ах — о, (3) 
Man Ge dieſes Differential, als fey bloß y verán- 
derlich, und füge X als Ech e 08 bei ($. 327.). Man erhält fo 


Dieſe Größe differentiire man, als ſeyen x und y verän⸗ 
bm. CS. 327.). Man bekommt hierdurch 
Нуе/н&4х + е/н®ду + dX. 
Dieſes dem uie eon in in (5) UM 
(Hy — J) ed. 
Alſo i AXI = m s “Sy 
d X = — f Jea dx. 
Durch Subftitution: ied Wertes in e / Hay LX erhält man 
fBdsy — f Jef Hdx ‚dx == С, 
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Alſo ift 
„ef. IV qe fu. dx + C]. (S. 330.) 


Sechſtes Kapitel. 
Integration der Differentialgleichungen von x und y 
durch Reihen. 


S. 349. Aufg. Die Gleichung dy--ydx—px'dx — 0 
ift gegeben; man foll y durch eine Reihe ausdrük⸗ 
ken, die nach den Potenzen von x fortſchreitet. 
Aufl. Aus der gegebenen Gleichung folgt 
7 y— pn = 0. (A.) 
Man nehme an, es fey 
y = Axm + Bxmt + Cxm+3⁄ 4 > 
Hieraus folgt 


zi == тАхт—1 4- (ш-Е$)Вхт+/—1 4- (m 2850 Cxmt22-1 L... 


, i dy , " - 
Durch Setzung der Reihen für y und = in die Gleiz 
chung (A.) erhält man 
2 тАхт—1(:2) Вх (т) Сх"... 
Lal Axm+ Вх + Сха+ал . = 0. 
— рх" — рх" (B.) 
Man ſieht nun wohl ohne Weiteres ein, daß die Parti⸗ 
cularreihen in (B.) eine Totalreihe werden müſſen, wie die 
Particularreihen, von denen $. 106. — $. 132. die Rede gez 


weſen iſt, und daß ſie es durch Anwendung der ebendaſelbſt 
gegebenen Vorſchriften werden. 


Man fege m — 4 = n, alf m = n+ Hierdurch 


erhält man 
d 
+ Ne 
a = + Ax 4  DBxn+1i+? | == 0. 
br ARTE: (G.) 


Es fällt fogleich in die Augen, daß (C.) zu einer Total- 
reihe werde, wenn man š = ſetzt. 
Für ð = 1 bekommt man aus (C.) 
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St (n1 D)Axn4(-E2)Bxnt1-- (n T3)6xnt14.,, | 
Ф y س‎ + Ахп+? + Cxnt2 Te 7 = 0. 
= рх" um рх" | 


Da nun bier ſeyn muß 
10 m+ 0 A- p = 0 
9) (3-9) BA 0 
3) m--3) G + B= 0 


fo findet man 


<a 
А = — 


== — — Ис ош... 
& 5 


c = P 
( 1) m + 2) t 3) 


Pai p ga 22 3P 7 DATE 309 BT 
af "Get орача) 

$. 350. Die Differentialgleichung dy + y dx—px'dx = 0 
kann als hergeleitet betrachtet werden aus einer Gleichung 
zwiſchen den Größen x und y, welche als Glied eine beliebige 
beſtändige Größe c enthalten hat. Dieſe beſtändige Größe ift 
bei der Differentiation weggefallen, und bei der Beſtimmung 
der Reihe für y nicht, mitbeſtimmend, in dieſe Reihe einge⸗ 
treten. Die Reihe für y ift alfo nicht vollſtändig. Durch folgen 
des Verfahren bekommt man eine Reihe für y, welche vollſtändig ift. 

$. 351. Wenn man in der Gleichung f(x, y, c) = 0 
ſtatt x einen beſtimmten Werth a (e&t, fo erhält auch y einen 
beſtimmten Werth b. Die zuſammengehörigen beſtimmten 
Werthe a und b für x und y ſeyen gegeben. 

Die Größe b werde zu bu, wenn a zu at wird, 
fo daß alfo y = b+ u ift, wenn man x = a+ fet. Die 
Größen t und u find unbeſtimmt. Setzt man air und b+u 
für x und y in die Gleichung f(x, y, c) = 0, fo ift u 
eine Funktion von t. Durch Differentiation dieſer Gleichung 
bekommt man daſſelbe, was man erhält, wenn man a--t ſtatt 
x und b gu (аі y in die gegebene Gleichung dy -+y dx 
— px'dx = 0 fegt. Durch diefe Setzung erhält man 
du + (b u) dt — p (a + tdt = 0, 
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hieraus folgt 
ap bd u— p + t> = 0. 
Das u drück man in einer Reihe aus, Die nach den Po⸗ 
tenzen von t fortſchreitet. Alle Glieder der Reihe für u müſ⸗ 
ſen für. t = 0 verfehwinden, da für t — 0 auch u = 0 


feyn muß 
Setzt man u = Atm Bim+te + Ci +... 
alſo 


ES = mAtm-1 E (m + 3)Btn-2—1 -t (m -+ 95) Ctm C241 4... 


fo erhalt man 


a) e 
+b | 

+u 3 ji Am + Волт 4 Ctmt?2 + , o. 
zP GO 23 Pe РДА PT o "CH GH e RI eR: 


Für m—ı = 0 ergibt fid) m = í und 8 = 1. Hier⸗ 
aus erhält man 


а) A aB L 3C E... | 
E BED 
Lauf +A + Bt ch 
-paH — ра*—рпа*Н—р————— se Yan J 


Es 1175 ſich hieraus 
A+b 


» 9B + A — рпа"! = 0 
3) 30 +В _ ہلا 2م‎ == 0 


Folglich 
А = pè — Ь 
Pn 


1.2 
o En == 
4.9.3 


Demnach ift 
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-a" КЕЕ [2"-na*']-n(n-1)a*?]-b 
p)a-L PCS En2 ) EP t | pla na**-pn(n-tja**]-b 
ag 1.2 t 1.2.3 Е 


u=(pa’— 3 


pue hat man für x = a+ t 


bu 


= b Ê =. c PC Tm b , 


1. 
FFF 


ER 
$. 352. Durch ein ähnliches Verfahren kann man auch 
Differentialgleichungen von x und y der zweiten Ordnung, 
d. h. Differentialgleichungen, die als höchſte Potenz dex und 
d?y enthalten, integriren. 2 
Ex. Es fey ау + px'ydx? = 0. Man fee x = apt 
und y=b+u, wo a und b zwei zuſammengehörige beſtimmte 
Werthe für x und y, und t und u unbeſtimmte Größen bedeuten. 
Setzt man a t ſtatt x und b+ u фо y in die gege⸗ 
bene Gleichung, fo bekommt man d?u-L-p(a-L-t)".(b--u) dt? — 0. 
а?а + pb (а + tdt? + p (а + tyudt? = o. 
юш erbált man 
Jr L Pb (a ＋ UPA. = о. (O) 
Man fte u = Atm + Bimts Ctmf 4, (O 
alſo 
TE = mAtn-t (m- 9) Btwte—1 . (m 4- 93) Cui. 
drr = m Gn Am + (m 4-3) (m + 5 — Brecht 
+ (n -- 33) (m 4- 28 — 1) Ct. 4.. 
Durch Subſtitution dieſer Gleichung in die Gleichung (O 
und durch e bekommt man 
Zu 


dt? 
-+ pb(a 4- t 


a--t)".u 


+p( 
m(m-1)At"^1(md3)(m.43-1)Bt"427 (95) (m4193-1) Ct 
pba’-+-npbar-1t EE parses +... 


t MM =0 
[panpani lee e 2) paat . ] 
x [Atm + Btn-t? 4 Ctm+22 + Dtm+3e E 4 
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Das m und 3 müſſen fo beſtimmt werden, daß in der 


Man ſetze alſo 


0 ſey. 


— 


= 0 auch u 
+ pb(a- t -- Pr t u = 


dt? 


d?u 


g (O für t 
2 und ó = 1, fo ift 


= 


Gleichun 


m 


2. 1A 3.2Bt + 
pba"--npba*tJ4- 


+ 


n. 


D 


3Ct? 
pbar-2t2 


pAa't? 


+.5.4Dt 
а(т-1)(а-э) i 


1.9.3 


+ 6. SE +... 
ien n(n-1)(n-2)(n-3) , ., 
+ Ka 3. n pba HE 


Tunmspáe-e + 


+ pBart3 


— 
+ 


pAar-214 . , 


1t4 +... 
Pan +... 


>==0. 
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Man hat alſo 


1) 2. AÁ ＋ pba = 0 
2) 3.9B + npba-1 = 0 


3) а. зб 4- (TU: + рде = 0 
EN 5.4D EDAT раса + прАа"—1 + pBa == 0 
5) 6.5E 4- 20-00-2) iren -3) pba ER 1) pAa-2 + npBar-ı 


1.2.3.4 
+ pCa = 0 
Hieraus 011 id: 
چ‎ pba" 
he CH 
ba^-1 
Bienen 
y 1.9.3 
з) С = E HET урра t 8 p?ba** 
1.9.3.1 
ар = mn -— 1) @—э asa Amp*bas—ı 
5) E = — de- B- -g ber Date Ahateteker pen 


1 2.3.1.5. 6 


D 


Druckfehler. 


Seite 10 v. unten Zeile u ſtatt p—q f q — p 


> 25 * » s 1) Ж 2 > X 
$ 96» » a 8.» (1 ＋ An) „ (1 ＋ х)" 
3 > > ez, SE > 0055 

n u n un 
a A» oben » 8 » Go((A--B) » Gof(A--B) 
», Ja unten 9 Ay u » n 


» 91» » » 9 » y^(0—x?)? » V^(e? к1)2 
a 98» » > 8 » dlg(a bn „ 416 (a + bx)" 


dx dy 
> 116 > > > 1 * dy » a 
1 k 
»4)99» ohen » 2 » X > > 
> 133 » unten >» 6 » d? » dy? 
> 141 » oben » 15 > ох?у3йу > Yxy3dy 
» 159 > unten » 4 » yš > y2 
» 160 » oben » 11 » geſchieht » geſchieht häufig 
а e а= х 
> 162 » unten » 19 > er » GE 
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ч " ZEN — 
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